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1. «. Περιληπτικό Βιογραφικό: 


Ο Γανιά ΗΗ0οτί γεννήθηκε στο Κδπίρεῦρετσ της Πρωσίας τον 
Ιανουάριο του 1δ62(εκεί γεννήθηκε κιο Καπί) και φοίτησε τόσο στο 
γυμνάσιο όσο και στο πανεπιστήμιο τῆς περιοχής. Το 1854, εκπόνησε τη 
διδακτορική του διατριβή και, δύο χρόνια αργότερα, αναγορεύτηκε 
καθηγητής του ίδιου πανεπιστημίου. Στη συνέχεια, κλήθηκε στο 
πανεπιστήμιο του (δΟίᾷςεῃ, όπου και διατήρησε την έδρα του µέχριτο 


τέλος τῆς καριέρας του, το 1930. 


Ο Ηήροετί απέκτησε γρήγορα ιδιαίτερα µεγάλη φήμη, αφού 
απέδειξε µε καινοφανείς και µεγαλοφυείς μεθόδους το γενικό θεώρημα 
που καθορίζει το περατό της βάσης στο σύστημα των αμετάβλητων και 
των συμμεταβλητών ενός αλγεβρικού τύπου, µε οποιοδήποτε αριθµό 
μεταβλητών. Το πρώτο του έργο, µε τίτλο “ΖΠα[ρετιοΠί”, παρέμεινε επί 
40 χρόνια στην κορυφή του τοµέα της θεωρίας των αλγεβρικών αριθμών, 
όµως ὡς γνωστότερο και σημαντικότερο έργο του θεωρείται το βιβλίο 


"Βάσεις της Γεωμετρίας” που κυκλοφόρησετο 1899. 


Σε αυτό, ο ΗΗδετί προσπάθησε να συµβιβάσει τα “στοιχεία”. του 
Ευκλείδη, µετις αυστηρά αμετάβλητες βάσεις που απαιτεί η κλασική 
γεωμετρία, προκαλώντας έντονες συζητήσεις και σημειώνοντας τη 


γέννηση τῆς γενικής τοπολογίας. Σηµαντικότατη. ήταν η συμβολή του 


στη θεωρία των ολοκληρωτικών εξισώσεων, που δημιούργησε ο 
ΕτοάΠοίπ], ενώ σε αυτόν οφείλεται, επίσης, η πρώτη γενική απόδειξη της 
περίφημης υπόθεσης του Ε. ἸΝαγίΠς, σχετικά µε τη δυνατότητα να 
εκφραστεί κάθε ακέραιος αριθµός ὡς άθροισμα δυνάµεων ακέραιων 


αριθμών. 


Μετο έργο του αυτό. ο ΗΠθετί συνέβαλε στην εξέλιξη της 
μαθηματικής φυσικής, της κινητικής θεωρίας των αερίων και της θεωρίας 
της σχετικότητας. Σπουδαιότατη θεωρείται, επιπλέον, η φιλοσοφική 
πλευρά των μελετών του περί μαθηματικής λογικής. Έτσι, ο επιστήμονας 
αυτός άσκησε τεράστια επίδραση στα μαθηματικά της εποχής του, όµως 


η επικράτηση του χιτλερισμού έθεσε τέλος στο έργοτου. 


Πέθανε στο Κδπίρερειρ το 1943. 


2. Βισαγωγικές παρατηρήσεις για τήν 


μετάφραση του κειµένου και τα σχόλια 


Για την απόδοση του παρακάτω κειµένου από τα Αγγλικά, 
ακολουθήσαµε και λάβαμε σχεδόν πιστά το ερμηνευτικό πνεύμα της 
αντίστοιχης μετάφρασης του κ. Παύλου Χριστοδουλίδη που έχει 
ανθολογήσει το κείµενο του ΗΗδετί στο βιβλίο του «Φιλοσοφία των 
Μαθηματικών» (Εκδόσεις Γ.Α. Πνευματικού --Αθήνα 1993). Επίσης 
λάβαμε υπ᾿᾽ὀόψιν και την μετάφραση του κ.Μ. Κωνσταντινίδη , µόνο σε 
ό,τι αφορά την απόδοση κάποιων ελαχίστων(δύο ή τριών) λέξεων -- 
ορολογιών , όπως «άρρητος» αντί «μη ρητός» ή «ολοκληρωτική 


εξίσωση» αντί «ολοκληρωματική εξίσωση» Κατά βάσιν όµως, έχει 
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ακολουθηθεί η ερμηνευτική άποψη του κ. Ἀριστοδουλίδη. 

Κατά όσον αφορά τα σχόλια επίτου κειµένου , παραθέτουμε 
Μια διάλεξη του Αμερικανού πανεπιστημιακού ΤιποίἩγ Εντε, 
(πίέρ:/Ανννν/.πςεις.ν/αΙίοςο.οοπι/--Ππιοίπγεγτε/Ιπάεχ.ΠΠ]) 
κάποιες ερμηνευτικές απόψεις του κ. Γ. Ρουσόπουλου («Μαθηματικός 
Ρεαλισμός» Εκδόσεις Ελληνικά Γράµµατα -Αθήνα 1999 ) πάνω στο 
άπειρο αλλά και σε κάποιες συνέπειες που έχει το άπειρο στις 
περατοκρατικές αντιλήψεις του ΗΠροτί , καθώς και του περιφήµου 
προγράμµατόςτου. 
Επίσης παραθέτουμε και σχετικά σχόλια από το σύγγραμμα του κ. 
Διονυσίου.Α. Αναπολιτάνου «Φιλοσοφία των Μαθηματικών» Εκδόσεις 


Νεφέλη --Αθήνα 19585. 


ὃ. Για το Άπειρο” 


Με τις οξυδερκή κριτική του ο ἸΜεϊειςίᾶδς πρόσφερε στην Κλασική 
μαθηματική ανάλυση ένα στερεό θεμέλιο. Με το να διασαφηνίσει 
πολλές έννοιες, ιδιαίτερα τις έννοιες του ελάχιστου, της συνάρτησης και 
της παραγώγου, απάλειψε τις ατέλειες που ακόµα υπήρχαν στον 
απειροστικό λογισμό, τον αποκάθαρε απὀ όλες τις ασαφείς ιδέες σχετικά 


3 ; / ; 
µε το απειροστό και αναμφισβήτητα ξεπέρασε τις δυσκολίες που 





(Σηµείωση του πρωτοτύπου κειμένου)Η. διάλεξη --Όεῦετ ἆάς [)Πεπά[ο]ιε᾽ του Η]]δετί διαβάστηκε στις4 Ιουνίου 1925 
σε µία συγκέντρῶση που οργάνωσε η Μαθηματική Εταιρεία της Βεστφαλίας για να τιμήσει τη μνήμη του ἸΜεἰοιείταςς. 
Μεταφράστηκε από την Έτπα Ριίπαπῃ και (οτίαά 1. Μας5ευ από "πιαιοπιαβςῃο Αππαίΐοη (Βερολίνο) κεφ.θ5 σελ.Ι61-90 . Το 
δικαίωµα και η αποκλειστικότητα για την μετάφραση του άρθρου είναι µια ευγενική χορηγία από τους εκδότες δρίηρει Ψετίαρ 
Για παράδειγµα, υπήρχε σύγχυση µε τα απειροστά του Γ49ΠίίΖ όπου η παράγωγος τῆς συνάρτησης Υ 
Ἔχ”, αντιμετωπίζετο από τον εφευρέτη του απειροστικού λογισμού µε τον εξής τρόπο: 


Υ«Όυ-(κΡχ)΄ »γ«Ώγ-κ”  2χΏχ (Πχ) -» Ώυ-2χηχ :(Ώσχ) -» 
Ών 


Ὀ 
. Ξ- 2χΧΓ Όχ 5» (Ώχ Ξ 0) . Ξ 2χ Δηλαδή το Χ είχε ιδιότητες του μηδενός , αλλά και 
χ χ 


πήγαζαν απὀ την έννοια του απειροστούὐ. Αν σήµερα στη μαθηματική 
ανάλυση υπάρχει πλήρης συμφωνία και µῥβεβαιότητα, όταν 
χρησιμοποιούνται συμπερασματικές μέθοδοι που βασίζονται στις έννοιες 
του αρρήτου αριθμού και της έννοιας του ορίου γενικά, και αν υπάρχει 
ομοφωνία πάνω σε όλα τα αποτελέσµατα που αφορούν τα πιο πολύπλοκα 
ζητήματα της θεωρίας των διαφορικών και ολοκληρωτικών εξισώσεων, 
μολονότι χρησιμοποιούνται οἱ πιο τολμηροί και ποικίλοι συνδυασμοί 
σύνθεσης, παράθεσης και εγκιβωτισμού ορίων, όλα αυτά ουσιαστικά 
οφείλονται στην επιστημονική δραστηριότητα του ὙΜεἰειςίΓαςς. 

Και όµως, μολονότι ο Ἰ/εἰετείταςς θεμελίωσε τον απειροστικό λογισμό, 
δεν σταμάτησαν οι συζητήσεις για τη θεμελίωση της ανάλυσης. 

Αυτό συμβαίνει επειδή ποτέ δεν αποσαφηνίστηκε/ διευκρινίσθηκε 
εντελώς το νόημα του άπειρου στα μαθηματικά. Ασφαλώς η ανάλυση 
του λ/οἰεΓςίταςς απέβαλε το άπειρα μικρό και το άπειρα µεγάλο, µετο να 
αναγάγει τις προτάσεις που αναφέρονται σ᾽ αυτά σε προτάσεις που 
μιλούν για σχέσεις πεπερασμένων μεγεθών. Ωστόσο το άπειρο δεν παύει 
να παρουσιάζεται στην άπειρη αριθμητική ακολουθία που ορίζει τους 
πραγματικούς αριθμούς και στην έννοια του συστήµατος των 
πραγματικών αριθμών, το οποίο θεωρείται ότι αποτελεί µία εν ενεργεία 
ολότητα πλήρη και κλειστή. 

Στη θεμελίωση της ανάλυσης ο ἸΜεϊειείτᾶδς όχι µόνο δέχεται 
ανεπιφύλακτα, αλλά και χρησιμοποιεί επανειλημμένα τις μορφές του 
λογικού συμπερασμού στις οποίες παρεμβαίνει αυτή η αντίληψη του 
απείρου, όπως εκείνες που χρησιμοποιούμε όταν, λ.χ.. Θεωρούμε όλους 
τους πραγματικούς αριθμούς που έχουν µία ορισμένη ιδιότητα ἡἠ 
υποστηρίζουµε ότι υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί που έχουν µία 


ιδιότητα. 





δεν είχε, αφού ετίθετο κι ὡς παρονοµαστής. Περί αυτού ο Βεικείεγν επέκρινε τον Γ1Ρη1ίΖ (βλέπε 
«Βισαγωγή στην Ἱστορία τῶν Μαθηματικών» Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου Εκδόσεις Νεφέλη σελ.! 16) 


Ώστε το άπειρο κατάφερε, μεταμφιεσμένο, να τρυπώσει ξανά στη θεῶ- 
ρία του ἸΜεἰαιςσίταςς και να ξεφύγει τον αυστηρό έλεγχο της κριτικής του. 
Χρειάζεται λοιπόν να λυθεί µια για πάντα το πρόβλημα του απείρου 
όπως διατυπώθηκε πιο πάνω -στην προηγούµενη παράγραφο-. και όπως 
στις διαδικασίες περάσματος στο όριο, που χαρακτηρίζουν τον 
απειροστικό 
λογισμό, το ., µε τη σημασία του άπειρα μικρού και του άπειρα μεγάλου, 
αποκαλύφθηκε ότι είναι µόνο τρόπος του λέγειν, έτσι ακριβώς, πρέπει να 
αναγνωρίσουμε ότι, όταν στις μεθόδους συμπερασμού συναντάμε το 
άπειρο µε τη σηµασία της άπειρης ολότητας, αυτό είναι μονάχα 
φαινοµενικὀ. Και ακριβώς όπως οι πράξεις µε το άπειρα μικρό 
αντικαταστάθηκαν µε πεπερασµένες διαδικασίες που οδηγούν στα ίδια 
ακριβώς αποτελέσµατα και τις ίδιες κομψές τυπικές σχέσεις, έτσι πρέπει 
γενικά οι μέθοδοι λογικής παραγωγής που βασίζονται στο άπειρο να 
αντικατασταθούν από πεπερασµένες διαδικασίες που να οδηγούν στα 
ίδια αποτελέσµατα, οι οποίες δηλ. να καθιστούν δυνατές τις ίδιες 
αλυσίδες αποδείξεων και τη χρήση τῶν ίδιων μεθόδων για την ανεύρεση 
τύπων και θεωρηµάτων. 

Σ αυτό αποβλέπει η θεωρία µου. Σκοπός της είναι να εξασφαλίσει στη 
μαθηματική μέθοδο την οριστική βεβαιότητα η οποία δεν επετεύχθη ούτε 
κατά την κριτική περίοδο του απειροστικού λογισμού. Έτσι θα ολοκλη- 
ρώσει αυτό που ο ἸΜεἰειείταςς ήλπιζε να πετύχει µε τη θεμελίωση της 
ανάλυσης Και προς το οποίο έκανε ένα αναγκαίο και ουσιαστικό βήμα. 

Για να διασαφηνίσουµε όµως την έννοια του απείρου, πρέπει να υιοθε- 
τήὴσουμε µια γενικότερη προοπτική. Ο προσεκτικός αναγνώστης θα βρει 
ότι τα μαθηματικά γραπτά εἶναι γεμάτα από ανοησίες και παραλογισμούς 
που συνήθως πηγάζουν απὀ το άπειρο. Έτσι, λ.χ., μερικοί υποστηρίζουν, 
εν είδει περιοριστικής συνθήκης, ότι στα αυστηρά μαθηματικά 


επιτρέπονται µόνο αποδείξες µε έναν πεπερασμένο αριθµό 


συμπερασμών --- σαν να είχε ποτέ Κανείς καταφέρει να κάνει αποδείξεις 
µε έναν άπειρο αριθµό συνεπαγωγών! 

Ακόμα και παλαιές αντιρρήσεις, που θα πίστευε κανείς πως έχουν 
εγκαταλειφθεί απὀ καιρό, ξαναπαρουσιάζονται µε διαφορετική µορφή. 
Λόγου χάρη. τον τελευταίο καιρό συναντά κανείς δηλώσεις όπως τούτη: 
ακόµα κι αν είναι. δυνατόν να εισαγάγουµε µία έννοια χωρίς κίνδυνο 
(δηλ. χωρίς να γεννιούνται αντιφάσεις) και αν, επιπλέον μπορούμε να 
αποδείξουµε ότι η εισαγωγή της δεν προκαλεί. αντιφάσεις, μολονότι 
τούτο δεν είναι αιτιολογηµένη η εισαγωγή τῆς έννοιας αυτής. Μήπως η 
αντίρρηση αυτή δεν είναι ακριβώς η ίδια µε την παλαιότερη αντίρρηση 
για τοὺς μιγαδικούς αριθμούς, όταν έλεγαν: «Ασφαλώς η χρήση τους δεν 
οδηγεί σε αντιφάσεις ωστόσο η εισαγωγή τους δεν είναι αιτιολογηµένη 
γιατί, στο κάτω-κάτω . δεν υπάρχουν φανταστικά μεγέθη»; Αν έχει 
νόημα να θέσουµε το ερώτημα τῆς αιτιολόγησης ενός µέτρου ανεξάρτητα 
από την απόδειξη ότι δεν οδηγεί σε αντίφαση, τότε αυτή η αιτιολόγηση 
δεν µπορεί να σηµαίνει παρά µόνο ότι αυτό το μέτρο είναι επιτυχές. 
Πράγματι η επιτυχία είναι απαραίτητη, γιατί 
στα μαθηματικά. όπως και αλλού, αυτή αποτελεί το ανώτατο δικαστήριο 
μπροστά στο οποίο όλοι. ὑποκλίνονται. 

Όπως µερικοί βλέπουν φαντάσματα, έτσι ένας άλλος συγγραφέας φαί- 
νεται. πως βλέπει αντιφάσεις ακόµα και εκεί που κανείς δεν βεβαίώωσε 
τίποτε, θέλω να πω στον συγκεκριµένο κόσμο της αισθητηριακής 
αντίληψης, και θεωρεί ότι η «συνεπής λειτουργίω) του αποτελεί µία ει- 
δική παραδοχή. Εγώ, πάντως, πιστεύω ότι µόνο οι δηλώσεις και οι 
παραδοχές . στο βαθµό που οδηγούν σε ὁδηλώσεις διαμέσου 
συμπερασµών, μπορούν να είναι αντιφατικές μεταξύ τους. Ἡ άποψη, 
σύμφωνα µε την οποία τα γεγονότα και τα συμβάντα μπορούν επίσης να 
είναι αντιφατικά, αποτελεί κατά τη γνώμη µου το τέλειο παράδειγµα του 


παραλογισμού. 


Με τις παρατηρήσεις μου ήθελα µόνο να δείξω ότι η οριστική 
διασάφηση της φύσης Του απείρου δεν αφορά µονάχα τη σφαίρα των 
ειδικών ενδιαφερόντων των επιστημών, αλλά ότι είναι απαραίτητη για 
την τιµή τῆς ίδιας τής ανθρώπινης νόησης 

Ανέκαθεν το άπειρο διήγειρε την ανθρώπινη ψυχή περισσότερο από 
κάθε άλλο ζήτημα. Είναι δύσκολο να βρει κανείς µια ιδέα που να έχει 
ερεθίσει τόσο γόνιμα τη νόηση όσο η ιδέα του απείρου. Εν τούτοις καμία 
άλλη έννοια δεν χρειάζεται διασάφηση όσο αυτή. 

Προτού καταπιαστούµε μ᾽ αυτό το έργο, δηλ. µε το να διασαφηνίσουµε 
τη φύση του απείρου. πρέπει να εξετάσουμε, έστω και πολύ συνοπτικά, 
ποια είναι το περιεχόµενο που πραγματικά αποδίδεται σ᾽ αυτή την έννοια. 
Ας δούµε πρώτα τι µπορεί να µας διδάξει η Φυσική. 

Η αρχική, αφελής εντὐπωσή µας για τα φυσικά συμβάντα και την ύλη 
είναι η εντύπωση της σταθερότητας, της συνέχειας. Αν θεωρήσουμε ένα 
κομμάτι μέταλλο ή έναν ορισμένο υγρό όγκο, έχουµε την εντύπωση ότι 
αυτά μπορούν να διαιρεθούν επ᾽ άπειρον, ότι τα ελάχιστα µέρη τους 
παρουσιάζουν τις ίδιες ιδιότητες που παρουσιάζει το όλον. Αλλά εκεί 
όπου τελειοποιήθηκαν αρκετά οι ερευνητικές μέθοδοι της Φυσικής της 
ύλης, Όι επιστήμονες ανακάλυψαν ὁόρια διαιρετότητας, που δεν 
οφείλονται στις ατέλειες τῶν πειραµάτων µας, αλλά στην ίδια τη φύση 
των πραγμάτων. Γι’ αυτό και θα μπορούσαμε να πούμε ότι η σύγχρονη 
επιστήμη τείνει να χειραφετηθεί απὀ το άπειρα μικρό και ότι στη θέση 
της παλαιάς αρχής «η φύση δεν κάνει άλματα» θα μπορούσαμε τώρα να 
βεβαιώσουμµε το αντίθετο. δηλ. ότι «η φύση κάνει άλματα). 

Είναι σ᾽ όλους γνωστό ότι η ύλη συντίθεται από μικροσκοπικούς 
οικοδομικούς πλίνθους που λέγονται «άτομα»: όταν συνδυασθούν και 
συνδεθούν, αυτά παράγουν όλη την ποικιλία των µακροσκοπικών 


αντικειμένων. 


Αλλά η Φυσική δεν στάθηκε στον ατοµισµό της ύλης. Στο τέλος του 
περασμένου αιώνα εμφανίσθηκε ο ατοµισµός του ηλεκτρισμού, κάτι που 
εκ πρώτης όψεως φαίνεται πολύ παράξενο. Ο ηλεκτρισμός που ως τότε 
κατατασσόταν στα ρευστά και αποτελούσε το κατ᾽ εξοχήν υπόδειγμα 
του συνεχούς ενεργού παράγοντα, αποκαλύφθηκε ότι συνίσταται από 
σωμάτια, τα θετικά και τα αρνητικά ηλεκτρόνια". 

Ἐκτός απὀ την ύλη και τον ηλεκτρισμό, στη Φυσική υπάρχει ακόµα µία 
οντότητα για την οποία ισχύει ο νόμος τῆς διατήρησης, η ενέργεια. Αλλά 
τώρα αποδεικνύεται ότι ούτε και η ενέργεια επιδέχεται µια απλή και άνευ 
όρων άπειρη διαιρετότητα. Ο Ρἰαπεκ ανακάλυψε τα κβάντα ενεργείας. 

Το τελικό αποτέλεσµα, λοιπόν, εἶναι ότι σε κανένα τοµέα τῆς 
πραγματικότητας δεν βρίσκουμε ένα ομοιογενές συνεχές που να 
επιτρέπει το είδος εκείνο της διαιρετότητας η οποία είναι απαραίτητη 
ώστε να πραγματοποιείται το άπειρα μικρό. Η άπειρη διαιρετότητα ενός 
συνεχούς είναι µία πράξη που υπάρχει µόνο στη σκέψη. Ἠίναι µόνο µία 
ιδέα που ανασκευάζεται απὀ τις φυσικές παρατηρήσεις µας και από τα 
πειράµατα της Φυσικής και της Χημείας, 

Συναντάµε το ζήτημα του φυσικού απείρου, όταν εξετάζουμε το 
σύμπαν ως ολότητα. Εδώ πρέπει να ερευνήσουµε την απέραντη έκταση 
του σύμπαντος, για να προσδιορίσουμε αν σ᾿ αυτό υπάρχει κάτι το 
άπειρα µεγάλο. 

Επί πολύ καιρό επικρατούσε η άποψη ότι ο κόσμος είναι άπειρος ως 
την εποχή του Καπί, και ακόµα µετά τον Καπί, κανένας δεν αμφέβαλε ότι 
ϱ χώρος είναι άπειρος. Και εδώ, όµως, η σύγχρονη επιστήµη, ειδικά η 
αστρονομία, θέτει ξανά το ερώτημα και προσπαθεί να δώσει µία 
απάντηση, όχι µε τα ανεπαρκή µέσα τῆς μεταφυσικής θεώρησης, αλλά µε 


λόγους που να στηρίζονται στην εμπειρία και στην εφαρµογή των 





4 Προφανώς πρέπει να εννοεί ο Ηϊ]θοτί τα αρνητικά ηλεκτρόνια και τις θετικές οπές που εξηγούν την 
ροή του ηλεκτρισμού. Με τον όρο «θετικά ηλεκτρόνια» δεν φαίνεται να εννοεί τα ποζιτρόνια µιας και 


φυσικών νόμων. Και στην περίπτωση αυτή παρουσιάστηκαν σοβαρές 
αντιρρήσεις στο άπειρο. Η Ευκλείδεια γεωμετρία κατ᾽ ανάγκην οδηγεί 
στο αίτηµα, σύμφωνα µε το οποίο ο χώρος είναι άπειρος. Η Ευκλείδεια 
γεωμετρία αυτή καθ’ εαυτή είναι µη αντιφατική ὡς οικοδόµηµα και ως 
εννοιολογικό σύστημα . ὠστόσο, όµως, αυτό δεν σηµαίνει ότι στην 
πραγματικότητα ο χώρος εἶναι Ευκλείδειος. Μόνο η παρατήρηση και το 
πείραμα μπορούν να αποφασίσουν αν ο χώρος εἶναι ή δεν είναι Ευκλεί- 
δειος. Ἡ προσπάθεια να αποδειχθεί µε καθαρά θεωρητικά µέσα ότι ο χώ- 
ρος είναι άπειρος περιέχει χοντρά λάθη. Από το γεγονός ότι πέρα απὀό µία 
περιοχή του χώρου υπάρχει πάντα µία άλλη περιοχή του, μπορούμε να 
συμπεράνουµε µόνο ότι ο χώρος είναι απεριόριστος, όχι ότι είναι 
άπειρος. Το απεριόριστο και το πεπερασμένο δεν είναι ασυμβίβαστα. Με 
τη λεγόμενη ελλειπτική γεωμετρία η μαθηματική έρευνα µας δίνει το 
φυσικό μοντέλο ενός πεπερασµένου κόσμου. Σήµερα η εγκατάλειψη της 
Ευκλείδειας γεωμετρίας δεν είναι πια απλό αποτέλεσµα μαθηματικής ή 
φιλοσοφικής θεώρησης: αντίθετα. την εγκαταλείψαµε για λόγους που 
αρχικά δεν είχαν καμία σχέση µε το ζήτημα του πεπερασµένου του 
σύμπαντος. Ο ΕΙηδίοίπ έδειξε ότι πρέπει να εγκαταλείψουµε την 
Ευκλείδεια γεωμετρία. Ἐεκινώντας απὀ τη βαρυτική θεωρία του ο 
ΕΙηξίοίη καταπιάνεται µε το κοσμολογικό πρόβλημα και δείχνει ότι είναι 
δυνατός ένας πεπερασµένος κόσμος και ὁτι, επιπλέον, όλα τα 
αποτελέσµατα της αστρονομίας συμβιβάζονται µε την υπόθεση ενός 
ελλειπτικού σύμπαντος. 

Αποδείξαµμε ότι η πραγματικότητα είναι πεπερασμένη προς δύο κατευ- 
θύνσεις, δηλ. όσον αφορά το άπειρα μικρό και το άπειρα µεγάλο. 
Ωστόσο µπορεί κάλλιστα να συμβαίνει το άπειρο να έχει µία εντελώς 
δικαιολογημένη θέση στη σκέψη µας και να παίζει το ρόλο µιας 


απαραίτητης έννοιας. Ας δούμε πώς παρουσιάζονται τα πράγµατα στα 





δεν μετέχουν στην ηλεκτρική ροή µέσα σε έναν αγωγό. 


μαθηματικά. Και πρώτα απ᾿ όλα ας εξετάσουμε το καθαρότερο και 
απλούστερο προϊόν του ανθρώπινου πνεύματος, τη Θεωρία των αριθμών. 
Από την πλούσια ποικιλία των στοιχειωδών τύπων, ας διαλέξουµε έναν 


τύπο. λ.χ. τον τύπο 


| κα πο ο 


Αφού μπορούμε να αντικαταστήσουμε το η µε οποιονδήποτε αριθµό, 
ας πούμε τον 2 ή τον 5, αυτός ο τύπος περιέχει έναν άπειρο αριθµό 
προτάσεων. Αυτά είναι το ουσιαστικό χαρακτηριστικό που του επιτρέπει 
να παριστά τη λύση ενός αριθμητικού προβλήματος και να απαιτεί µία 


αποδεικτική σκέψη, ενώ οι μεμονωμένες αριθμητικές εξισώσεις 


1-22 - «235 


τα ορ αμ ασε ον 


μπορούν να επαληθευτούν µε απλό συλλογισμό Και επομένως «ς 
μεμονωμένες, δεν παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. 

Συναντάµε µία εντελώς διαφορετική, μοναδική και θεµελιακή 
αντίληψη της έννοιας του απείρου, στην εξαιρετικά σηµαντική και 
γόνιμη μέθοδο τῶν ιδεατών στοιχείων. Η μέθοδος χρησιµοποιείται ακόµα 
και στη στοιχειώδη γεωμετρία του επιπέδου. Αρχικά, τα σηµεία και οι 
ευθείες του επιπέδου είναι τα μόνα αντικείμενα που υπάρχουν 
πραγματικά. Αυτά, ανάµεσα στα άλλα αξιώματα, ικανοποιούν και το 


αξίωμα της σύνδεσης: Από δύο σηµεία περνά µία και µόνη ευθεία. Από 


το αξίωμα τούτο απορρέει ότι δύο ευθείες τέμνονται το πολύ σε ένα 
σηµείο. Δεν υπάρχει όµως θεώρημα που να λέει ότι δύο ευθείες γραμμές 
τέμνονται πάντοτε σε ένα σηµείο, γιατί μπορούν κάλλιστα να είναι 
παράλληλες. Είναι όµως γνωστό ότι µε την εισαγωγή ιδεατών στοιχείων, 
δηλ. σηµείων στο άπειρο και ευθειών στο άπειρο, μπορούμε να 
µετατρέψουµε την πρόταση ότι δύο ευθείες έχουν πάντοτε ένα και µόνο 
ένα κοινό σηµείο σε καθολικά έγκυρη πρόταση. 

Τα ιδεατά στοιχεία «στο άπειρο» παρουσιάζουν το πλεονέκτημα ότι 
καθιστούν το σύστημα των νόμων σύνδεσης όσο πιο απλό και 
ευσύνοπτο. Επιπλέον η συμμετρία ανάµεσα στο σηµείο και στην ευθεία. 
μας δίνει την γόνιμη αρχή του Γεωμετρικού δυϊσμούῦ. 

Άλλο παράδειγµα χρήσης ιδεατών στοιχείων αποτελούν τα γνωστά 
σύνθετα -φανταστικά μεγέθη της άλγεβρας. Η χρησιμότητά τους έγκειται 
στο ότι απλουστεύουν τα θεωρήματα που αφορούν την ύπαρξη και τον 
αριθµό των ριζών µιας εξίσωσης. 

Στη γεωμετρία, για να ορίσουμε ένα ιδεατό σηµείο χρησιμοποιούμε τις 
άπειρες ευθείες, δηλ. τις ευθείες που είναι παράλληλες μεταξύ τους. Με 
τον ἶδιο ακριβώς τρόπο, στην ανώτερη αριθμητική, για να ορίσουμε έναν 
ιδεατό αριθµό, χρησιμοποιούμε ορισμένα συστήµατα µε άπειρα µέλη - 
αριθμούς. Και από όλες της αρχές της εφαρµογής των ιδεατών στοιχείων, 
ασφαλώς αυτή είναι η πιο µεγαλοφυής. Όταν εφαρμόσουμε την 
διαδικασία αυτή συστηματικά σε ένα σώµα, ξαναβρίσκουµε σε αυτό τους 
απλούς και γνωστούς νόμους της διαιρετότητας, που ισχύουν και για τους 
κοινούς ακεραίους 1, 2. 3. 4,... Στο σηµείο αυτό έχουµε κιόλας µπει στην 
περιοχή της ανώτερης αριθμητικής. 

Ἐρχόμαστε τώρα στην Ανάλυση, την πιο Καλλιτεχνική και καλοδουλε- 
µένη µαθηµατική δοµή. Γνωρίζετε πόσο σημαντικός είναι ο ρόλος του 
απείρου στην Ανάλυση. Κατά κάποιο τρόπο, η μαθηματική Ανάλυση 


είναι µία μουσική συμφωνία του απείρου. 


Ἡ µεγάλη πρόοδος του Απειροστικού λογισμού οφείλεται κυρίως στη 
χρήση μαθηματικών συστηµάτων µε άπειρο αριθµό στοιχείων. Επειδή, 
όµως, ήταν αληθοφανής η ταύτιση του απείρου µε το «πολύ µεγάλο», 
σχεδόν αµέσως παρουσιάστηκαν αντιφάσεις, τα λεγόμενα παράδοξα του 
απειροστικού λογισμού’, τα οποία ήσαν εν µέρει γνωστά στους αρχαίους 
σοφιστές. Η αναγνώριση, όμως, ότι πολλά θεωρήματα που ισχύουν για 
το πεπερασμένο (λ.χ., ότι το µέρος είναι μικρότερο του όλου, ότι υπάρχει 
ένα ελάχιστο ή ένα μέγιστο, ότι η σειρά των όρων ενός αθροίσματος ή 
των παραγόντων ενός γινομένου µπορεί να τροποποιηθεί) δεν μπορούν 
να επεκταθούν αµέσως και χωρίς περιορισμούς στο άπειρο, ήταν 
σηµαντικό βήμα προόδου. Στην αρχή της διάλεξής µου ανέφερα το 
γεγονός ότι αυτά τα ζητήματα διασαφηνίστηκαν πλήρως, κυρίως χάρη 
στην οξύνοια του ἸΝεΙοιςίταςς. Σήµερα η ανάλυση είναι όχι µόνο αλάθητη 
µέσα στο χώρο της, αλλά έγινε και πρακτικό εργαλείο για τη χρήση του 
απείρου. 

Μόνη της, όµως, η ανάλυση δεν αρκεί ώστε να κατανοήσουμε 
βαθύτερα τη φύση του απείρου. Την κατανόηση αυτή µας παρέχει ένας 
κλάδος που πλησιάζει περισσότερο προς ένα γενικό τρόπο φιλοσοφικού 


σκέπτεσθαι και έμελλε να ρίξει νέο φως πάνω στο πλέγμα των 





ΣΤΓύρω στα τέλη του 17:’ αιώνα και στις αρχές του 18” οἱ μαθηματικοί είχαν αρχίσει να 
κατανοούν αρχές της ανάλυσης. Κι εδώ όµως τα παράδοξα του απείρου δεν άργησαν να φανούν; 
Μεγάλος λόγος έγινε για το άθροισµα τῆς άπειρης σειράς 
ο 1-1 1-1 91-14 -11Γ1- 10 νετ νν ένωνε, 








Κάποιοι είπαν: 
ο (1-1) (1-11 -1) (1-1) (1-1). ινε. 01:04:01:01Η...... 0 
Άλλοι πάλιτο είδαν ὣς 


ᾱ-- 1-(1-1)-(1-1)-(1-1)-(1-1)-(1-])-ιιιιιι.. -1-0-0-0-0-0-....... -ι 














Ο Τουίσί (πίπο (ταπάΙ(1671-1742) έδωσε την «Φολομόντια») λύση: 
Ὑποστήριξε ότι επειδή οι τιµές για το άθροισµα 0 ή 1 «είναι εξ ίσου πιθανές» , τότε 


οΞ 1-(1-1 91-11-11 1-1 1-1 1 Γι ων... }ΞΙ-5 











1 
Άρα 5-Ι---σ25-1- ο 


ζητημάτων που σχετίζονται µε το άπειρο: Πρόκειται για τη θεωρία των 
συνόλων που δημιούργησε ο (Ίεοῖσο «Οαπίοι. Εδώ όµως, θα µας 
απασχολήσει µόνο το μοναδικό και το πρωτότυπο εκείνο τµήµα της, που 
αποτελεί τον κεντρικό πυρήνα τους, δηλ. η θεωρία των 
υπερπεπερασμένων αριθμών. Κατά την γνώµη µου αυτή η θεωρία είναι 
το άνθος της μαθηματικής μεγαλοφυῖας και µία απὀ τις μεγαλύτερες 
κατακτήσεις της καθαρά νοητικής ανθρώπινης δραστηριότητας. Άλλα 
περί τίνος πρόκειται; 

Αν θέλαμε να χαρακτηρίσουµε συνοπτικά τη νέα αντίληψη του 
απείρου που εισήγαγε ο Οαπίο: , θα μπορούσαμε να πούμε: Στην 
Ανάλυση ασχολούμαστε µε το άπειρα µεγάλο και το άπειρα μικρό µόνο 
ως οριακές έννοιες ως Κάτι που γίνεται, που γεννάται . που σχηματίζεται 
δηλ., όπως λέμε, µε το δυνάμει άπειρο . Αλλά αυτό δεν είναι το αληθινό 
άπειρο. Συναντάµε το αληθινό άπειρο όταν, λ.χ.,. θεωρούμε την ολότητα 
των αριθμών 1. 2, 3. 4,......... ὣς µια ολοκληρωμένη οντότητα, ταν 
θεωρούμε τα σηµεία ενός διαστήματος ως µία δεδομένη και 
ολοκληρωμένη ολότητα αντικειμένων. Αυτό το είδος του απείρου 
γίνεται ενεργεία άπειρο. 

Ο Εγεσε και ο Βοεάεκίπά., δύο μαθηματικοί που φημίζονται για τις 
εργασίες τους στη θεμελίωση των μαθηματικών, χρησιμοποίησαν, ο ένας 
ανεξάρτητα απὀ τον άλλο, το ενεργεία άπειρο για να θεμελιώσουν την 
αριθµητική, ανεξάρτητα απὀ την εποπτεία ή την εμπειρία. Ἡ θεμελίωση 
αυτή βασιζόταν στην καθαρή λογική και δεν χρησιμοποιούσε παρά µόνο 
την καθαρά λογική παραγωγή. Ο ΠΏεάεΚίπἀ μάλιστα έφτασε στο σηµείο 
να µην αντλήσει την έννοια του πεπερασµένου αριθμού απὀ την επο- 
πτεία, αλλά να την παραγάγει λογικά χρησιμοποιώντας την έννοια του 
άπειρου συνόλου. Αυτός όµως που ανέπτυξε συστηματικά την έννοια του 
ενεργεία απείρου ήταν ο Οαπίοτ. Ας κοιτάξουμε τα δύο παραδείγματα 


απείρου που αναφέραμε πιο πάνω: 


Τα σηµεία του ευθύγραµµου διαστήματος µε άκρα το 0 και το | ή, 
ισοδύναμα, η ολότητα των πραγματικών αριθμών ανάµεσα στο 0 και 


στο ]. 


Είναι πολύ φυσικό να εξετάσει κανείς αυτά τα παραδείγµατα από 
την άποψη του πληθικού μεγέθους τους. Τότε όµως, παρατηρούμε 
εκπληκτικά γεγονότα µε τα οποία είναι σήµερα εξοικειωμένοι όλοι οι 


μαθηματικοί. Διότι, αν θεωρήσουμε το σύνολο όλων των ρητών 


, / / 1 1 2 1 / 
αριθμών, δηλ. όλων των κλασμάτων --, ας ο. . αποκλειστικά 


τω ο 4 Ἱ 





» » 


από την άποψη του πληθικού μεγέθους του, αυτό το σύνολο δεν είναι 
µεγαλύτερο απὀ το σύνολο των ακέραιων αριθμών. Γι’ αυτό λέμε ότι 
οι ρητοί αριθμοί μπορούν να απαριθμηθούν µε τον συνηθισμένο τρόπο 
ή ότι είναι αριθµήσιμµοι. Το ίδιο ισχύει για το σύνολο όλων των ριζών 
τους, ακόµα και για το σύνολο όλων των αλγεβρικών αριθμών. Το 
δεύτερο παράδειγµα είναι παρόμοιο: όσο κι αν φαίνεται παράξενο, το 
σύνολο των σημείων ενός τετραγώνου ή ενός κύβου, δεν υπερβαίνει το 
σύνολο των σημείων του διαστήματος απὀ το 0 έως το | Το ίδιο ισχύει 
και για το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων. Την πρώτη φορά 
που πληροφορείται κανείς αυτά τα αποτελέσµατα, θα μπορούσε να 
σκεφτεί ότι απὀ την άποψη του μεγέθους υπάρχει µόνο ένα άπειρο. 
Αυτό όµως δεν συμβαίνει: Τα σύνολα στα παραδείγματα (1) και (2) δεν 
είναι, όπως λέμε, «ισοδύναμα». Πράγματι το σύνολο (2) δεν είναι 


αριθμήσιμο’, γιατί είναι µεγαλύτερο απὀ το σύνολο (1). Σ’ αυτό 





ὁ Συγκεκριµένα . µπορεί να τεθεί σε µια |-Ι και επί αντιστοίχηση μετοὸ.. 

ἸΣύμφωνα µε το διάσημο «διαγώνιο επιχείρηµα του Οπίου», αποδεικνύεται ότι το (0.1) είναι 
υπεραριθµήσιµο., δηλαδή δεν µπορεί να τεθεί σε µια 1-1 και επί αντιστοίχηση µετο ὁ . Μάλιστα αν 
θεωρήσουμε ότι η ισχύς του ὃ είναι ἄρ(άλεφ μηδέν) τότε η ισχύς του (ο. 1) είναι 2", και βεβαίως 

2 Φάο 


έγκειται η χαρακτηριστική στροφή των ιδεών του Οαπίοτ. Τα σηµεία 
του διαστήµατος δεν μπορούν να απαριθμηθούν µε τον συνηθισμένο 
τρόπο. δηλ. μετρώντας  {1,2,2......Ι Αλλά αν δεχθούμε το ενεργεία 
άπειρο. δεν είµαστε υποχρεωμένοι να περιορισθούµε σ᾽ αυτό το είδος 
μέτρησης οὔτε να σταματήσουμε σ’᾽ αυτό το σηµείο. Όταν μετρήσουμε 
1, 2, 3....,.... μπορούμε να θεωρήσουμε ότι τα αντικείμενα που 
απαριθµήσαμε αποτελούν ένα άπειρο σύνολο που ολοκληρώθηκε µε τη 
συγκεκριμένη τούτη διάταξη: αν, ακολουθώντας τον «απίος, 
συµβολίσουμε τον τύπο αυτής της τάξης µε το ὦ, η αρίθμηση 
συνεχίζεται µε φυσικό τρόπο µετο ώ {Έ 1, 2 ....... έως το το ὠγω ή 
ω.2' 

Κατόπιν µετορω.2 ΓΙ, ὠ.2 Γ2,0.2 3 .....Φ.2 Τωξξ ρω. και, ακόµα, 
µετο Φ.2, ω.2, Φ.4, ....... τοω.ω(Ξ5 0”) ὦ”ΕΙ......... 


Τελικά έχουµε τον ακόλουθο Πίνακα: 


ο αλ ΩΡΑ κ ο μμ ο 
Ὁ ζω μα Ωω ο πο ο. 


ω- : ω”ΕΙ . ω”2. ω”3, ον μον 
ω”σω . ω” Ἔω.2 ; ω” Γω.3 ο πω 
(ως οί: 
(ω”.2)4ῶ, (ω”.2)4(ῶ.2) . ιο νι εννω 


Αυτοί εἶναι οι πρώτοι υπερπεπερασμµένοι αριθμοί του (ϱαπίοι ή, όπως 


τους ονομάζει ο ίδιος, οι αριθμοί της δεύτερης αριθμητικής κλάσης. Σ 


αυτούς φτάνουμε µε µία απλή υπεραρίθµηση συνεχίζοντας πέρα απὀ το 
κοινό αριθμήσιμο άπειρο, δηλ. µε µία εντελώς φυσική και µονοσήµαντα 
καθορισµένη,  συστηµατική εξακολούθηση της συνηθισµένης 
απαρίθµησης, όπως γίνεται µε τους αριθμούς του πεπερασµένου. Όπως 
πρωτύτερα μετρούσαμε µόνο το πρώτο, το δεύτερο, το τρίτο... . στοιχείο 
ενός συνόλου, τώρα μετράμε και το ὡ-στό, το(ῷ  )-στό, το (ώ Ί- 2)-στο 
αντικείµενο. 

Δεδομένων αυτών των εξελίξεων, είναι φυσικό να διερωτηθεί κανείς 
αµέσως, αν χρησιµοποιώντας αυτούς τους υπερπεπερασµένους αριθμούς, 
μπορούμε πραγματικά να αριθµήσουμε τα σύνολα εκείνα που δεν 
μπορούν να απαριθμηθούν µε την κοινή σημασία του όρου. 

Βάσει αυτών τῶν εννοιών ο (ΟαΠίογ ανέπτυξε τη θεωρία των 
υπερπεπερασμένων αριθμών µε πολύ ικανοποιητικό τρόπο και επινόησε 
γι αυτούς έναν πλήρη λογισμό. Έτσι, χάρη στην Ηράκλεια συνεργασία 
του Εγ6ρο, του Βεάσκἰπά και του (ΑΠίοΥΓ, το άπειρο ανέβηκε στο θρόνο 
και απόλαυσε την περίοδο του μεγάλου θριάµβου του. Αποτολμώντας να 
πετάξει, το άπειρο είχε φτάσει στην ιλιγγιώδη κορυφή της επιτυχίας. 

Η αντίδραση δεν άργησε να φανεί. Πήρε δραματική µορφή και παρου- 
σιάστηκε µε τον {διο ακριβώς τρόπο, όπως και η αντίδραση στην 
ανάπτυξη του απειροστικού λογισμού. Στη χαρά τους για τα νέα και 


σηµαντικά αποτελέσµατα, οι μαθηματικοί δεν φρόντισαν να ελέγξουν 
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την εγκυρότητα των τρόπων συμπερασμού που χρησιμοποιούσαν. 
Πράγματι, ξεπρόβαλαν βαθμιαία αντιφάσεις που οφείλονταν στη χρήση 
συνηθισμένων τρόπων εισαγωγής εννοιών και μεθόδων συμπερασμού. Οι 
αντιφάσεις αυτές, τα λεγόμενα παράδοξα της Θεωρίας των συνόλων, αν 
και αρχικά ήταν σποραδικές, δεν άργησαν να γίνουν οξύτερες και 
σοβαρότερες. Ιδιαίτερα µία αντίφαση τῆς οποίας η ανακάλυψη οφείλεται 
στον ΖεΓπιεΙο και στον ΕιΙδςοΙ]. είχε εντελώς καταστροφική επίδραση, 
όταν έγινε γνωστή στον μαθηματικό Κόσμο. Μπροστά σ᾽ αυτά τα 
παράδοξα, ο Ρεάοκἰπά και ο Ετγερε εγκατέλειψαν τις απόψεις τους και 
τραβήχτηκαν απὀ τον αγώνα: ο Ὠεάεκίπᾷ δίστασε πολύ προτού 
επιτρέψει τη δημοσίευση µιας νέας έκδοσης τής πραγµατείας του Ἰγας 
σἶπα 11 γνας 5ο/Ι6Π αἰο ΖαΠ[θη, Του είχε αφήσει εποχή και ο Ετερο, σ 
έναν επίλογο, αναγκάστηκε να ομολογήσει ότι η κατεύθυνση του βιβλίου 
του σγιµµάφοσείσο εν ΑγΠμμιεικ ήταν λαθεµένη. Ἡ ίδια η Θεωρία του 
Οαπίοί έγινε στόχος εξαιρετικά σκληρών επιθέσεων από ὀλες τις 
πλευρές. Ἡ αντίδραση αυτή ήταν τόσο βίαιη, που απειλήθηκαν οι 
κοινότερες και γονιµότερες έννοιες και οι απλούστερες και 
σημαντικότερες μέθοδοι συμπερασμού των μαθηματικών και η χρήση 
τους Κόντεψε να κηρυχθεί παράνομη. Φυσικά, η παλαιά τάξη εἴχε 
υπερασπιστές, αλλά η τακτική τους ήταν πολύ άτολµη και ποτέ τους δεν 
ενώθηκαν σε κοινό μέτωπο στα ζωτικά σηµεία. Προτάθηκε πληθώρα 
θεραπειών για τα παράδοξα, αλλά οι μέθοδοι για τη διασάφησή τους 
ήταν μεταξύ τους ασυµβίβαστες. 

Ομολογουμένως η τωρινή κατάσταση ως προς τα παράδοξα είναι αφό- 
ρητή. Σκεφτείτε µόνο ότι στα μαθηματικά, το πρότυπο της βεβαιότητας 
και 
της αλήθειας, οἱ ορισμοί Και οι µέθοδόι παραγωγής που όλοι μαθαίνουν, 


διδάσκουν και χρησιμοποιούν, οδηγούν σε παραλογισμούς! Και πού θα 
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βρει κανείς βεβαιότητα και αλήθεια, αν ακόµη Και η µαθηµατική σκέψη 
είναι ατελής; 

Ὑπάρχει όμως ένας εντελώς ικανοποιητικός τρόπος για να 
αποφευχθούν τα παράδοξα, χωρίς να προδοθεί η επιστήμη µας. Οι 
σκέψεις που µας οδηγούν στην ανακάλυψη αυτού του τρόπου και η 
επιθυµία που µας δείχνει το δρόµο που πρέπει να ακολουθήσουμε είναι οι 
εξής: 

1.Όταν υπάρχει και η παραμικρή ελπίδα διάσωσης, θα εξετάσουμε 
προσεκτικά όλες τις δημιουργίες εννοιών και τις γόνιμες μεθόδους 
συμπερασμού και θα τις φροντίσουμε, θα τις ενισχύσουµε και θα τις 
καταστήσουµε εὔχρηστες. Κανείς δεν θα μπορέσει να µας διώξει απὀ τον 
παράδεισο που δημιούργησε για µας ο ΟΛΠίΟΓ.᾽ 

2.Πρέπει να επεκταθεί σε όλα τα Μαθηματικά η ασφάλεια των 
μεθόδων συμπερασμού που χρησιμοποιεί η στοιχειώδης Θεωρία των 
αριθμών’ κανείς δεν αμφισβητεί την αξιοπιστία της Και οἱ αντιφάσεις και 
τα παράδοξα οφείλονται µόνο στην αμέλειά µας. 

Είναι φανερό ότι δεν είναι δυνατόν να πετύχουμε αυτούς τους στόχους 
παρά µόνο µετά απὀ την πλήρη διασάφηση της φύσης του απείρου. 

Προηγουμένως είδαμε ότι το άπειρο δεν βρίσκεται πουθενά στην πραγ- 
µατικότητα, όποια εμπειρία, παρατήρηση ή επιστήµη κι αν επικαλεσθού- 
με. Μπορεί η σκέψη πάνω στα πράγματα να είναι τόσο διαφορετική απὀ 
τα πράγματα; Μπορούν οἱ διαδικασίες της σκέψης να διαφέρουν τόσο 
πολύ απὀ τις πραγματικές διαδικασίες των πραγμάτων; Με δύο λόγια, 
µπορεί η σκέψη να είναι τόσο απομακρυσμένη απὀ την πραγματικότητα; 
Μήπως δεν είναι ξεκάθαρο ότι, όταν πιστεύαµε πως κατά κάποιο τρόπο 
συναντήσαμε την πραγματικότητα του απείρου, αφεθήκαµε σ᾿ αυτή την 


πεποίθηση. επειδή συχνά συναντάµε στην πραγματικότητα διαστάσεις 
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που είναι εξαιρετικά µεγάλες ή µικρές Μας εξαπατά ποτέ και µας 
εγκαταλείπει ο περιεκτικός λογικός συμπερασµός, όταν τον 
εφαρμόζουμε σε αληθινά αντικείμενα ή συμβάντα; Όχι! Ο περιεκτικός 
λογικός συµπερασµός είναι αναντικατάστατος. Μας εξαπάτησε µόνο 
όσες φορές δεχθήκαµε αυθαίρετους και αφηρηµένους ορισμούς εννοιών, 
ιδιαίτερα εκείνων στις οποίες υπάγεται ένας άπειρος αριθµός 
αντικειμένων. Σ αυτές τις περιπτώσεις τον χρησιμοποιούμε αθέµιτα, δηλ. 
δεν προσέχουμε αρκετά τις αναγκαίες προὐποθέσεις για την έγκυρη 
εφαρµογή του. Και µε το να αναγνωρίσουμε ότι υπάρχουν τέτοιες 
προὐποθέσεις που πρέπει να τις σεβαστούμε, συμφωνούμε µε τους 
φιλοσόφους και ιδιαίτερα µε τον Καπί. Ο Ἰκαπί δίδασκε ---και τούτο 
εἶναι αναπόσπαστο µέρος της Θεωρίας του--- ότι τα μαθηματικά 
διαθέτουν µία ύλη που είναι ασφαλής ανεξάρτητα απὀ κάθε λογική. 
Ἐπομένως, τα µαθηµατικά δεν μπορούν να θεμελιωθούν µόνο στη 
Λογική. Γι’ αυτό οι 

προσπάθειες του Έγερο και του Ὠεάοκἰπά ήταν καταδικασµένες σε 
αποτυχία. ΠἩροὐπόθεση ια να χρησιμοποιήσουμε τον λογικό 
συμπερασμό και να εκτελέσουµε λογικές πράξεις είναι να έχει ήδη δοθεί 
κάτι σαν παράσταση : δηλ. συγκεκριµένα εξωλογικά αντικείμενα 
δοσµένα στην εποπτεία ως άµεσες εµπειρίες πριν απὀ κάθε σκέψη. Για 
να είναι ασφαλής ο λογικός συµπερασμµός, πρέπει τα αντικείµενα αυτά να 
μπορούν να εποπτευθούν απὀ κάθε τους πλευρά. και το γεγονός ότι 
παρουσιάζονται, ότι διαφέρουν μεταξύ τους, ότι το ένα ακολουθεί το 
άλλο, ή ότι είναι συνδυασμένα μεταξύ τους, πρέπει να δίδεται άµεσα 
στην εποπτεία µαζί µε τα αντικείµενα, ως κάτι που δεν επιδέχεται 


παραπέρα αναγωγή σε κάτι άλλο ή δεν χρειάζεται αναγωγή. Αυτή είναι η 





ὃἩ φράση αυτή του ΗΙ]δοτί έχει καταστεί τρόπον τινά παροιμιώδης και βέβαια µε αυτή, ασφαλώς 
θέλει να τονίσει την τεράστια σημασία τῆς θεωρίας τῶν συνόλων και την αναγκαιότητα διάσωσής της 
από τα εγγενή της παράδοξα. 

Μια µικρή υποσηµείωση στο πρωτότυπο που υπάρχει εδώ και αφορά την μετάφραση της Γερμανικής 
λέξης «ΙΠπΠαΠίΠςΠ» , λόγω κακής φωτοτυπικής αναπαραγωγής δεν µπορεί να αποδοθεί. 
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βασική φιλοσοφική θέση που θεωρώ αναγκαία ὀχι µόνο για τα 
μαθηματικά αλλά, γενικότερα, για κάθε επιστημονική σκέψη, κατανόηση 
και επικοινωνία. Και, ειδικά στα μαθηματικά, αντικείµενο της μελέτης 
μας είναι τα ἴδια τα συγκεκριµένα σηµεία των οποίων η µορφή εἶναι, 
βάσει της θέσης που υιοθετήσαµε, άµεσα σαφής και αναγνωρίσιμη. 

Ας στρέψουµε την προσοχή µας στη φύση και τις μεθόδους της 
περατοκρατικής' Θεωρίας των αριθμών. Αυτή η θεωρία µπορεί ασφαλώς 
να αναπτυχθεί µέσω αριθμητικών κατασκευών που στηρίζονται 
αποκλειστικά σε περιεχοµενικές εποπτικές θεωρήσεις. Αλλά µε κανένα 
τρόπο οι μαθηματικές εξισώσεις δεν εξαντλούν τη μαθηματική επιστήμη 
ούτε αυτή µπορεί να αναχθεί σ᾽ αυτές μονάχα. Θα μπορούσε, όµως, 
κανείς να ισχυρισθεί ότι τα μαθηματικά είναι ένας μηχανισμός που 
πρέπει, όταν εφαρµόζεται σε ακεραίους αριθμούς. να δίνει πάντα ορθές 
αριθμητικές εξισώσεις. Τότε όµως . θα έπρεπε να μελετήσουμε αρκετά 
διεξοδικά τη δοµή αυτού του μηχανισμού, ώστε να βεβαιωθούμε ότι 
οδηγεί πάντοτε σε ορθές αριθμητικές εξισώσεις. Και το εργαλείο που 
διαθέτουμε για να κάνουµε αυτή την έρευνα εἶναι το ίδιο εργαλείο που 
χρησιμοποιούμε για την παραγωγή των αριθμητικών εξισώσεων όταν 
κατασκευάζουµε τη θεωρία των αριθμών, δηλ. το ενδιαφέρον για το 
συγκεκριµένο υλικό περιεχόµενο, τον περατοκρατικό τρόπο σκέψης. Και 
πράγματι μπορούμε να ανταποκριθούμε σ᾽ αυτό το επιστημονικό αίτημα, 
δηλ., εἶναι δυνατόν να έχουμε µε τρόπο καθαρά εποπτικὀ και 
περατοκρατικό (ακριβώς όπως βρίσκουμε τις αλήθειες τής θεωρίας των 
αριθμών) τις συλλήψεις που εξασφαλίζουν την αξιοπιστία του 
μαθηματικού μηχανισμού. Ας εξετάσουμε τη θεωρία των αριθμών απὀ 
πιο κοντά. 

Στη θεωρία των αριθμών έχουµε τα αριθμητικά σύμβολα : 


ο ο ΕΕ ΓΕ νι 
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όπου κάθε αριθμητικό σύμβολο µπορεί να αναγνωρισθεί εποπτικά εξ 
αιτίας του γεγονότος ότι το σύμβολο | ακολουθείται πάντα απὀ ένα άλλο 
1. Αυτά τα αριθμητικά σύμβολα που αποτελούν το αντικείµενο της 
μελέτης µας, µόνα τους δεν σημαίνουν τίποτα. Ωστόσο στη στοιχειώδη 
Θεωρία των αριθμών χρησιμοποιούμε εκτός απὀ αυτά τα , σύμβολα και 
άλλα που σημαίνουν κάτι και εξυπηρετούν την επικοινωνία. Λόγου χάρη, 
το σύμβολο" 2 χρησιµοποιείαι ὡς σύντμηση του αριθμητικού 
συμβόλου 11 και το σύμβολο 3 ὡς σύντμηση του αριθμητικού συμβόλου 
111. Επιπλέον χρησιμοποιούµετα σύμβολα -, - και άλλα, για να 
µεταδώσουµε βεβαιώσεις. Έτσι χρησιμοποιούμετην 23 Ξ3Γ2γιανα 
µεταδώσουµε το γεγονός ότι τα 2 Έ 3 και 2 Γ 2, όταν ληφθούν υπόψη οι 
συντµήσεις, αποτελούντο ίδιο αριθμητικό σύμβολο, δηλ. το 11111. 
Οµοίως, χρησιμοποιούμε το 2-2 για να µεταδώσουμµε το γεγονός ότι το 
μήκος του συμβόλου 3 (δηλ. του 111) είναι μεγαλύτερο του μήκους του 
συμβόλου 2 (δηλ. του 11) ή, µε άλλα λόγια, ότι το τελευταίο σύμβολο 
είναι γνήσιο τµήµα του πρώτου. 

Για να επικοινωνήσουµε χρησιμοποιούμε και τα γράμματα α., Ὁ, ο ως 
αριθμητικά σύμβολα . Επομένως, το Όλα μεταδίδει την πληροφορία ότι 
το αριθμητικό σύμβολο Ὁ έχει μεγαλύτερο μήκος από ό,τι το σύμβολο 
8. Οµοίως, απὀ την παρούσα σκοπιά, το αἲΌξΏ-α μεταδίδει µόνο το 
γεγονός ότι το αριθμητικό σηµείο αΌ είναι το ίδιο µε το Ὄ-α. Εδώ, 
μπορούμε επίσης να αποδείξουμε την περιεχοµενική ορθότητα αυτής της 
πληροφορίας µε τη βοήθεια του περιεκτικού συμπερασμού. Και, 
μπορούμε, µε αυτό το εποπτικό περιεχοµενικό είδος πραγµάτευσης, να 


προχωρήσουμε και να φτάσουμε πολύ µακριά. 





'ὸ Στην μετάφραση του κ. Χριστοδουλίδη , έχει προτιµηθεί ο όρος «σημείο», προφανώς µε την έννοια 
του σηµαίνοντος κι όχι την γεωμετρική τιαύτη. Έχουμε όμως την εντύπωση --δεδοµένης τῆς ευρύτατα 
γεωμετρικά καθιερωµένης έννοιας του σηµείου- ότι καλύτερα αποδίδεται το νόηµα µε τον όρο 
«σύμβολο», ο οποίος αντικαθιστά το «σημείο» αρκετές φορές στο κείµενο. 
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Θα ήθελα τώρα να σας δώσω ένα πρώτο παράδειγµα του τρόπου µε 
τον οποίο μπορούμε να υπερβούµε τα όρια αυτής τῆς εποπτικής μεθόδου. 
Από τους πρώτους αριθμούς ο μέγιστος που γνωρίζουμε σήµερα έχει 29 


; 1 1 ; 
ψηφία και εἶναι ο 


ρ- 175 141 1535 460 469 2391 731 657 303 715 584 105 727. 


Με τη μέθοδο του Ευκλείδη, και στο πλαίσιο της στάσης που 
υιοθετήσαµε, μπορούμε να αποδείξουµε το θεώρημα ότι ανάµεσα στον Ρ 
Ἐ] και στον Ρ!-Γἱ υπάρχει τουλάχιστον ένας πρώτος αριθµός. Επιπλέον, η 
ίδια η. διατύπωση του θεωρήματος εναρμµονίζεται τέλεια µε την 
περατοκρατική προσπέλαση, γιατί εδώ η έκφραση «υπάρχευ χρησιμεύει 


µόνο για την επιβράχυνση της πρότασης: 


Είναι βέβαιο ότιο ρ{] ήορ-2 ἠ οΡτ2 ....... ή ο ΡΕ] είναι πρώτος 
αριθµός. 


Επιπλέον, αφού είναι φανερό ότι η πρόταση αυτή ισοδυναμεί µε την: 


“Ὑπάρχει ένας Πρώτος αριθµός που είναι (1) µμµεγαλύτερος Ρρ και 
(2) ταυτόχρονα μικρότερος ἠ ίσοςτου ΡΙ 1” 
φτάνουμε στη διατύπωση ενός θεωρήματος που εκφράζει µόνο ένα µέρος 
του περιεχοµένου της βεβαίωσης του Ευκλείδη. δηλ. υπάρχει ένας 
πρώτος αριθµός µμεγαλύτερος του Ρρ . Ώς προς το περιεχόµενο, η 
βεβαίωση αυτή είναι πολύ ασθενέστερη, αφού εκφράζει µόνο ένα µέρος 
της πρότασης του Ευκλείδη ὠστόσο, όσο κι αν φαίνεται επικίνδυνο το 


πέρασμα σ᾿᾽ αυτήν, αν απομονώσουµε απὀ τα συμφραζόμενά της τη 





1 Βεβαίως σήµερα γνωρίζουμε αρκετές δεκάδες εκατομμύρια ψηφίων του π.. και συνεχώς οι Η/Υ 
βρίσκουν περισσότερα. 
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µερική πρόταση και τη διατυπώσουμε ως ανεξάρτητη βεβαίωση, το 
πέρασμα αυτό συνεπάγεται ένα άλμα στο υπερπεπερασμµένο. 

Πώς είναι δυνατόν; Έχουμε µια υπαρκτική πρόταση µε το «υπάρχει». 
Και στο θεώρημα του Ευκλείδη είχαμε µια τέτοια πρόταση, αλλά σ᾿ 


αυτό, όπως είπα νωρίτερα. το «υπάρχευ είναι σύντμηση της: 


«ΡΕΙ]ήορτ2ήορί..... είναι πρώτος αριθµός», 


ακριβώς όπως συμβαίνει όταν͵ αντί να λέω: «Τούτο το κομμάτι κιµωλίας 
είναι κόκκινο ή εκείνο το κομμάτι κιµωλίας είναι κόκκινο», λέω για 
συντοµία: «Ανάμεσα σε τούτα τα κομμάτια κιµωλίας υπάρχει ένα 
κόκκινο κομµάτυ. ἩΗἩ βεβαίωση τι, σε µία πεπερασμένη ολότητα 
«υπάρχευ ένα αντικείµενο που έχει µία ορισμένη ιδιότητα, 
εναρµονίζεται απόλυτα µε την περατοκρατική στάση µας. Από την άλλη 


μεριά, η έκφραση: 


ορ{Γ1]ἱήορτ{2ήορ τή. ..... (επ άπειρον) είναι πρώτος 


αριθµός, 


είναι, σαν να λέγαμε, ένα άπειρο λογικό γινόμενο’, και µια τέτοια 
μετάβαση στο άπειρο δεν επιτρέπεται χωρίς ειδική διερεύνηση και, 
ενδεχομένως, χωρίς εισαγωγή ορισμένων προφυλακτικών µέτρων. 
Συμβαίνει ακριβώς ό,τι και στην ανάλυση, προκειµένου για τη μετάβαση 
απὀ ένα πεπερασμένο γινόμενο σ᾿ ένα άπειρο γινόμενο: στη γενική 
περίπτωση αυτή η επέκταση δεν έχει νόημα. 

Γενικά, απὀ την περατοκρατική σκοπιά, µία υὑπαρκτική πρόταση της 
µορφής «υπάρχει ένας αριθµός που έχει την άλφα ή τη βήτα ιδιότητα» 
έχει νόηµα μονάχα ὡς µερική πρόταση . δηλ. ως µέρος µιας πρότασης 


που εἶναι καθορισμένη µε μεγαλύτερη ακρίβεια, αλλά της οποίας το 
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ακριβές περιεχόµενο δεν χρησιµοποιείται ουσιαστικά σε πολλές εφαρ- 
μογές. 

Συναντάµε το υὑπερπεπερασμένο όταν απὀ µία υπαρκτική πρόταση αν- 
τλήσουµε µία µερική πρὀταση που δεν µπορεί να θεωρηθεί «ὣς 
πεπερασμένη’ διάζευξη. Οµοίως, αν αρνηθούµε µία καθολική βεβαίωση. 
δηλ. µία βεβαίωση που αναφέρεται σε αυθαίρετα αριθμητικά σηµεία, 
έχουµε µία υπερπεπερασµένη βεβαίωση. Ας πάρουμε. λ.χ., την πρόταση 
ότι αν το 4 είναι ένα αριθμητικό σύμβολο, πρέπει πάντοτε να ισχύει 

α ΕΞ] -α 

Από την περατοκρατική σκοπιά η πρόταση αυτή δεν µπορεί να γίνει 
αντικείµενο άρνησης. Αυτό θα γίνει σαφέστερο. αν παρατηρήσουμε ότι η 
πρόταση δεν µπορεί να ερμηνευθεί ως άπειρος συνδυασμός αριθμητικών 
εξισώσεων διαμέσου του «και, αλλά µόνο ὡς υποθετική κρίση που 
βεβαιώνει κάτι. όταν δοθεί ένα αριθμητικό σηµείο. 

Ειδική συνέπεια αυτού είναι ότι, σύμφωνα µε το πνεύμα της 
περατοκρατικής άποψης, δεν μπορούμε να υποστηρίξουµμε ότι µία 
εξίσωση, όπως αυτή που μόλις δώσαμε, στην οποία παρουσιάζεται. ένα 
αυθαίρετο αριθμητικό σηµείο, ή ισχύει για κάθε αριθμητικό σηµείο ή ότι 
το αντίθετὀ της µπορεί να αποδειχθεί µε ένα αντιπαράδειγµα. Ένα 
επιχείρηµα όπως αυτό, όντας εφαρµογή της αρχής του αποκλειόµενου 
τρίτου, βασίζεται στην προὐὺπόθεση ότι η εδραίωση της καθολικής 
εγκυρότητας της εξίσωσης αυτής µπορεί να γίνει αντικείµενο άρνησης. 

Πάντως, παρατηρούμε τα ακόλουθα: αν περιοριστούµε ---όπως και 
πρέπει--- στο πεδίο των περατοκρατικών προτάσεων, οι λογικές σχέσεις 
δεν είναι καθόλου ευσύνοπτες και αυτή η έλλειψη του ευσύνοπτου 
γίνεται αφόρητη όταν τα «αν» και «για κάθο παρουσιάζονται 
συνδυασμένα ἠἦ µε προτάσεις που η µια τους είναι τοποθετημένη µέσα 
στην άλλη. Πάντως δεν ισχύουν οι νόμοι τής λογικής που οι άνθρωποι 


τους χρησιμοποιούν απὀ τότε που άρχισαν να σκέφτονται, οι νόμοι που 
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δίδαξε ο Αριστοτέλης. Φυσικά θα μπορούσαμε να δρούµε νόμους που να 
ισχύουν για το πεδίο των περατοκρατικών προτάσεων, αλλά αυτό δεν θα 
μας ήταν και πολύ χρήσιμο, γιατί δεν θέλουμε να παραιτηθούµε από τη 
χρήση των απλών νόμων της Αριστοτελικής λογικής. Και κανένας, 
ακόµα κι αν μιλάει τη γλώσσα των αγγέλων, δεν µπορεί να εμποδίσει 
τους ανθρώπους να αρνούνται γενικές βεβαιώσεις, να διατυπώνουν 
μερικές Κρίσεις Και να χρησιμοποιούν την αρχή του αποκλειοµένου 
τρίτου. Τι πρέπει να κάνουμε λοιπόν; 

Μην ξεχνάμε ότι είμαστε μαθηματικοί και ότι, ὡς μαθηματικοί, συχνά 
βρεθήκαµε σε δύσκολη θέση απὀ την οποία µας έβγαλε η μέθοδος των 
ιδεατών στοιχείων, η µεγαλοφυής αυτή δηµιουργία που µας επέτρεψε να 
βρούμε µια διέξοδο. Στην αρχή της διἀλεξής µου παρουσίασα µερικά 
λαμπρά παραδείγματα τῆς μεθόδου των ιδεατών στοιχείων. Τια να 
κρατήσουμε τους τυπικά απλούς κανόνες της κοινής Αριστοτελικής 
λογικής πρέπει στις περατοκρατικές Προτάσεις να προσθέσουμε τις 
ιδεατές Προτάσεις, ακριβώς όπως εισήχθη ο ΓΞ-ν--ἰ για να διατηρήσουν 
την απλή µορφή τοὺς οι νόμοι της άλγεβρας, λ.χ. αυτοί που αφορούν την 
ύπαρξη και τον αριθµό των ριζών µιας εξίσωσης ή. ακόµα, όπως 
εισήχθησαν ιδεατοί- παράγοντες για να μπορούν να διατηρηθούν οι 
απλοί νόμοι της διαιρετότητας και για τους αλγεβρικούς αριθμούς: λ.χ., 
εισάγουµε έναν ιδεατό κοινό διαιρέτη των αριθμών 2 και 13:9--5. αν και 
αυτός δεν υπάρχει πραγματικά. Και είναι περίεργο το ότι οι μέθοδοι 
συμπερασμού που ο Κ{οπεςΚοετ πολέμησε µε τόσο πάθος είναι το ακριβές 
σύστοιχο εκείνου που ο ίδιος ο Κτοποσκοετ θαύμαζε µε τόσο ενθουσιασμό 
στο έργο του ΚΙΠΙΠΙΟΓ πάνω στη θεωρία των αριθμών, θεωρία που την 
επαινούσε ως το ύψιστο μαθηματικό επίτευγμα. 

Αλλά πὠς φτάνουμε στις ιδεατές προτάσεις. Είναι αξιοσημείωτο και 
ασφαλώς ευνοϊκό το γεγονός ότι, για να μπούμε στο δρόµο που οδηγεί σ᾿ 


αυτές. αρκεί να εξακολουθήσουµε να αναπτύσσουμε µε φυσικό και 
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συνεπή τρὀπο την υπάρχουσα θεµελιωτική θεωρία των μαθηματικών. 
Πραγματικά, πρέπει να πεισθούµε ότι ακόµα και τα. στοιχειώδη 
μαθηματικά υπερβαίνουν την εποπτική θεωρία των αριθμών. Γιατί η 
μέθοδος του αλγεβρικού υπολογισμού µε γράμματα δεν περιέχεται στην 
περιεχοµενική  εποπτικἠ θεωρία των αριθμών, όπως την 
αντιλαμβανόμασταν µέχρι σήµερα. Σ᾽ αυτή τη θεωρία, οι τύποι 
χρησιμοποιούνταν αποκλειστικά για λόγους επικοινωνίας: τα γράμματα 
σήµαιναν αριθμητικά στοιχεία και η εξίσωση μετέδιδε το γεγονός ότι 
συνέπιπταν δύο αριθμητικά σύμβολα. Αντίθετα στην άλγεβρα θεωρούμε 
τις εκφράσεις που περιέχουν γράµµατα ως ανεξάρτητες δοµές αυτές καθ᾽ 
εαυτές οι οποίες εξυπηρετούν την τυποποίηση των περιεχομενικών 
προτάσεων της αριθµοθεωρίας. Στη θέση των προτάσεων που αφορούν 
αριθμητικά σηµεία, τώρα έχουµε τύπους που είναι συγκεκριµένα 
αντικείµενα εποπτικής εξέτασης, και στη θέση της αριθµοθεωρητικής 
περιεχοµενικής απόδειξης μπαίνει τώρα η παραγωγή ενός τύπου απὀ τον 
άλλο σύμφωνα µε καθορισµένους κανόνες. 

Γι αυτό, όπως είδαμε, στην άλγεβρα έχουµε µία αὐξηση των 
περατοκρατικών αντικειμένων. Ως εδώ, αυτά τα αντικείμενα ήταν µόνο 
αριθµητικά σηµεία, όπωςτα 1. 11... .... Η1111 µόνο αυτά αποτελούσαν 
αντικείµενα της περιεχοµενικής μελέτης µας. Αλλά και στην άλγεβρα η 
μαθηματική πρακτική ήδη πάει παραπέρα. Πράγματι, ακόµα και όταν µία 
πρόταση είναι έγκυρη απὀ την περατοκρατική σκοπιά µας, στο βαθµό 
που συνδέεται µε κάποια ένδειξη για την περιεχοµενική ερμηνεία της, 


όπως, λ.χ., η πρόταση ότι πάντοτε 


αΌ- Ό--α 
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όπου τα α και Ὁ σημαίνουν καθορισμένα αριθμητικά σύμβολα , 
προτιµάµμε να µη χρησιμοποιήσουμε τούτη τη µορφή για επικοινωνία, 


αλλά την αντικαθιστούμε µε τον τύπο 


αἲβ-βτα. 


Αυτός ο τύπος µε κανέναν τρόπο δεν αποτελεί άµεση μετάδοση κάποιου 
περιεχοµένου, αλλά είναι µία ορισμένη τυπική δοµή της οποίας η σχέση 
µετις αρχικές περατοκρατικές προτάσεις 

23232, 

ο ΓΤΞΤΤ5 


συνίσταται στο ότι, όταν αντικαταστήσουμε τα α και β του τύπου τα µε 
αριθµητικά σηµεία 2.2,5.7, δηλ. όταν χρησιμοποιήσουμε µία αποδεικτική 
διαδικασία (έστω κι αν αυτή είναι εξαιρετικά απλή), ποριζόµαστε τις επι- 
μέρους περατοκρατικές προτάσεις Έτσι καταλήγουμε στην αντίληψη ότι 


τα, Ὀ. Ξ., Ἔ, καθώς και ολόκληρος ο τύπος 


αΓρο-α. 


από µόνα τους δεν σημαίνουν τίποτε, ακριβώς όπως τα αριθμητικά 
σηµεία δεν σημαίνουν τίποτε αυτά καθ᾽ εαυτά. Αλλά απὀ τον τύπο 
μπορούν να παραχθούν άλλοι στους οποίους αποδίδουµε νόημα 
θεωρώντας ότι αυτοί ανακοινώνουν περατοκρατικές προτάσεις. Όταν 
γενικεύσουµε αυτή την αντίληψη. τα μαθηματικά γίνονται απογραφή 
τύπων που αυτοί καθ’ εαυτούς δεν σημαίνουν τίποτα και αποτελούν τις 


ιδεατές δοµές της θεωρίας µας. 
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Τώρα, ποιος ήταν ο σκοπός µας Στα μαθηματικά βρήκαμε, απὀ τη µία 
µεριά, περατοκρατικές προτάσεις που περιέχουν µόνο αριθμητικά 
σηµεία, όπως οι 

ο ο ωροἙιρ ὦ ὢς Γι, 

οι οποίες, από την περατοκρατική σκοπιά, μπορούν να αποτελέσουν αντι- 
κείµενο άµεσης εποπτείας και είναι κατανοητές χωρίς προσφυγή σε κάτι 
άλλο. Αυτές επιδέχονται άρνηση και το αποτέλεσµα θα είναι αληθές ή 
Ψευδές' σ᾽ αυτές μπορούμε να εφαρμόσουμε την Αριστοτελική λογική 
ελεύθερα και χωρίς ενδοιασμούς: γι αυτές ισχύει Ο νόμος της µη 
αντίφασης, δηλαδή είναι αδύνατον µία πρόταση και η άρνησή της να 
είναι ταυτόχρονα αληθείς. Ισχύει η «αρχή του αποκλειόµενου τρίτου»: ή 
αληθεύει µία πρόταση ἠ αληθεύει η ἀρνησή της. Το να πούμε ότι µία 
πρόταση είναι ψευδής ισοδυναμεί µε το να πούμε ότι η ἀρνησή της είναι 
αληθής. Από την άλλη µεριά, εκτός απὀ αυτές τις στοιχειώδεις προτάσεις 
που δεν παρουσιάζουν κανένα πρόβλημα, συναντήσαμε περατοκρατικές 
προτάσεις που έχουν Κάτι το προβληματικό, λ.χ. αυτές που δεν είναι 
δυνατόν να κατακερματισθούν. 

Τώρα τέλος, έχουµε εισαγάγει τις ιδεατές προτάσεις για να μπορούν να 
ισχύουν ξανά όλοι γενικά οι νόμοι της λογικής. Αλλά επειδή οι ιδεατές 
προτάσεις, δηλ. οι τύποι, δεν έχουν κανένα νόηµα αφ᾿ εαυτών εφόσον 
δεν εκφράζουν περατοκρατικές βεβαιώσεις. εδώ οι λογικές πράξεις δεν 
έχουν εφαρµογή µε περιεχοµενικὀ τρόπο, όπως συμβαίνει όταν 
εφαρμόζονται στις περατοκρατικές προτάσεις. Είναι ανάγκη λοιπόν να 
τυποποιήσουµε τις λογικές πράξεις και τις ίδιες τις μαθηματικές 
αποδείξεις: τούτο απαιτεί τη μεταγραφή τῶν λογικών σχέσεων σε τύπους: 
γι΄ αυτό στα µαθηµατικά σηµεία πρέπει να προστεθούν και λογικά 


σηµεία. όπως τα: 
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12 
ὅ, ν, ο - 


και ή συνεπάγεται  ὀχι 


και, εκτός από τις μαθηματικές μεταβλητές α. Ὀ. ο,... να 
χρησιμοποιήσουμε και λογικές μεταβλητές, δηλ. προτασιακές 
μεταβλητές Α. Β. 6,..... Πώς µπορεί να πραγµατοποιηθεί αυτό; Εδώ 
έχουµε την τύχη να µας βοηθάει η ίδια προδιατεταγµένη αρμονία που 
παρατηρήσαµε τόσο συχνά στην ιστορία της επιστήμης, η αρμονία που 
παραστάθηκε του ΕΙπςίθΙπ όταν για τη θεωρία της βαρύτητας βρήκε ήδη 
τέλεια ανεπτυγμένο τον γενικό λογισμό των αναλλοιώτων: 
ανακαλύπτουμε ότι έχει ήδη γίνει αρκετή προκαταρκτική δουλειά: 
βρίσκουμε έτοιμο το λογισμό της λογικής. Αναμφίβολα, αρχικά ο 
λογικός λογισμός δημιουργήθηκε σε ένα εντελώς διαφορετικό πλαίσιο" 
αρχικά τα σηµεία του εισήχθησαν για να εξυπηρετήσουν την επι- 
κοινωνία. Ωστόσο είµαστε συνεπείς , αν τώρα απὀ τα λογικά σηµεία 
αφαιρέσουμε κάθε νόηµα ακριβώς όπως κάναμε µε τα μαθηματικά 
σηµεία, και δηλώσουμµε ότι οι τύποι του λογικού λογισμού είναι ιδεατά 
στοιχεία τα οποία αυτά καθ’ εαυτά δεν σημαίνουν τίποτε. Στον λογικό 
λογισμό βρίσκουμε µία γλώσσα σημείων, που επιτρέπει να 
παραστήσουµετις μαθηματικές προτάσεις µε τύπους και να εκφράσουµε 
τις λογικές παραγωγές µε τη βοήθεια τυπικών διεργασιών. Με τρόπο που 
να αντιστοιχεί ακριβώς στο πέρασμα από την περιεχοµενική αριθµο- 
θεωρία στην τυπική άλγεβρα θεωρούμε τα σηµεία καιτα σύμβολα των 
πράξεων του λογικού λογισμού ὡς αποχῶρισµένα απὀ το περιεχοµενικό 
τους νόηµα. Έτσι στη θέση της περιεχοµενικής μαθηματικής γνώσης που 


μεταδίδεται µε τη βοήθεια της κοινής γλώσσας, τελικά έχουµε έναν κατά- 





ΙΖ(Σηµείωση στο πρωτότυπο κείµενο) Μολονότι ότι στην δημοσίευση του πρωτότυπου κειµένου του 
ἨλΠροτί χρησιµοποιείται « » ὡς σύμβολο της άρνησης, εμείς εδώ έχοµε χρησιμοποιήσει το «-ὃ για 
καλύτερη ομοιομορφία µε τα περιεχόμενα τῶν άλλων επιστημονικών δημοσιεύσεων της παρούσας 
συλλογής 


33 


λογο τύπων που σχηματίζονται από μαθηματικά και λογικά σηµεία, και ο 
ένας τύπος γεννιέται απὀ τον άλλο, σύμφωνα µε καθορισµένους κανόνες. 
Μερικοί απὀ τους τύπους αυτούς αντιστοιχούν στα μαθηματικά 
αξιώματα ., ενώ στην περιεχοµενική παραγωγή αντιστοιχούν οι κανόνες, 
σύμφωνα µετους οποίους ο ένας τύπος γεννιέται απὀ τον άλλο. 
Ἐπομένως, η περιεχοµενική παραγωγή αντικαθίσταται από το χειρισμό 
των σημείων σύμφωνα µε κανόνες: μ᾿ αυτόν τον τρόπο ολοκληρώνεται 
το πέρασμα από την αφελή στην τυπική πραγµάτευση αφ’ ενός των 
αξιωμάτων (τα οποία αρχικά θεωρούνταν αφελώς ως θεµελιακές 
αλήθειες αλλά στη μοντέρνα αξιωματική θεωρούνται ήδη απὀ καιρό ότι 
απλώς διασυνδέουν έννοιες) αφ’ ετέρου του λογικού λογισμού (που 
αρχικά θεωρήθηκε µόνο Ὡς µία άλλη γλώσσα). 

Τώρα θα εξηγήσω µε λίγα λόγια πώς τυποποιείται µία αξιωματική 
απόδειξη. Όπως είπα, ονομάζουμε αξιώματα ορισμένους τύπους που 


χρησιμεύουν ὡς υλικό για τη δόμηση του τυπικού οικοδομήματος των 


μαθηματικών. Ἡ μαθηματική απόδειξη είναι µία διάταξη που, ως 
διάταξη. πρέπει να μπορεί να προσφέρεται στην εποπτεία µας και 


συνίσταται σε συμπερασμούς σύμφωνα µετο σχήμα: 


(-»[ 
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όπου κάθε προκείµενη. δηλ. οι τύποι και (1-» Τ της διάταξης, ή είναι 
αξίωμα ή είναι το αποτέλεσµα µιας αντικατάστασης µέσα σε ένα αξίωμα 
ή συμπίπτει µε τον τελευταίο τύπο ενός προγενέστερου συμπερασμού ἠ 
προκύπτει απὀ αυτόν µε αντικατάσταση. Λέμε ότι ένας τύπος είναι 
αποδείξιµος, αν είναι ο τελευταίος τύπος µιας απόδειξης. 

Το πρόγραμμά µας υποδεικνύει την επιλογή των αξιωμάτων για τη 
θεωρία της απόδειξης. Αν και η επιλογή τῶν αξιωμάτων είναι ὡς ένα 
βαθµό αυθαίρετη ,. ὠστόσο μπορούν να ταξινομηθούν σε οµάδες που 
διαφέρουν ποιοτικά, ακριβώς όπως στη γεωμετρία. Αναφέρουμε µερικά 


παραδείγματα: 


1. Αξιώματα της συνεπαγωγής: 
() α4-νσ(ϱ-» 4) 
(εισαγωγή µιας παραδοχής) 
(1) (8-0 -»σ{(4-»β)-»(4-»Ολὰ 





(απάλειψη µιας πρότασης) 


Π. Αξιώµατα της άρνησης: 
() {4 - (84: Β)) -»4 
(αρχή της µη αντίφασης) 
ανα -»4 


(αρχή της διπλής άρνησης). 


Τα αξιώματα των οµάδων Ι και Π δεν είναι παρά τα αξιώματα του προτα- 


σιακού λογισμού. 
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ΠΙ. Ὑπερπεπερασμένα αξιώματα: 
(α)Α(α)-»Α(0) 
(συμπερασμός του επιµέρους απὀ το καθόλου: αξίωμα του Αριστοτέλη) 
(1) (α) 4(α) -» (5) 4(α) 
(αν ένα κατηγόρηµα δεν ισχύει για όλα τα άτοµα, τότε υπάρχει ένα 
αντιπαράδειγµα)’ 
(1) (Εα) 4(α) -»(α) 4(α) 
(αν δεν υπάρχει κανένα άτομο για το οποίο να ισχύει µία πρόταση, τότε η 


Πρόταση είναι ψευδής για κάθε α). 


Σ᾽ αυτό το σηµείο συναντάµε ένα αξιοσημείωτο γεγονός: όλα αυτά τα 
υπερπεπερασμένα αξιώματα μπορούν να παραχθούν απὀ ένα μοναδικό 
αξίωμα που περιέχει τον πυρήνα του πιο πολυσυζητηµένου αξιώματος 
της μαθηματικής γραμματείας, δηλ. το λεγόμενο αξίωμα της επιλογής: 
(3 Α(α)-»Α(εΑ) 

όπου το ε συμβολίζει τη συνάρτηση της υπερπεπερασμένης λογικής 
επιλογής". 


Επιπλέον υπάρχουν ειδικά μαθηματικά αξιώματα: 


ΙΝ. Αξιώµατα της ισότητας: 


(9) αξα 


ἀθα--Ό -» {Α()-2Α(9) 


και τέλος: 


Υ..  Αξιώµατα των αριθμών: 


ὢῴας]-οθ 
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και 
(9το αξίωμα της μαθηματικής επαγωγής 
[{4(0) α (49) -» 44) -» 4(ῶ)]. 


Μ᾽ αυτόν Τον τρόπο μπορούμε να αναπτύξουμε τη Θεωρία της 
απόδειξης και να οικοδοµήσουµε το σύστημα τῶν αποδείξιµων τύπων, 
δηλ. τη µαθηµατική επιστήμη. 

Ωστόσο, στη χαρά µας για το γεγονός ότι͵ γενικά, έχουµε πετύχει και, 
ειδικά, ότι βρήκαμε Ίδη έτοιμο ένα απαραίτητο εργαλείο. τον λογικό 
λογισμό, δεν πρέπει να ξεχνάμε το ουσιαστικό ζητούμενο της μεθόδου 
μας. Γιατί υπάρχει µία συνθήκη, μοναδική αλλά απόλυτα αναγκαία, στην 
οποία υπόκειται η χρήση της μεθόδου των ιδεατών στοιχείων: Ἡ 
απόδειξη της εσωτερικής συνέπειας, διότι επέκταση µε την προσθήκη 
ιδεατών στοιχείων είναι νόμιμη µόνο αν δεν γεννά αντιφάσεις στο παλαιό 
και στενότερο πεδίο, δηλ. αν οἱ σχέσεις που προκύπτουν για τα παλαιά 
αντικείµενα, όταν απομακρύνουμε τις ιδεατές δοµές, παραμένουν 
έγκυρες στο παλαιό πεδίο. 

Ωστόσο, στην παρούσα περίπτωση είναι εὐκολο να λύσουμε το πρό- 
βληµα της εσωτερικής συνέπειας. Αυτό ανάγεται, όπως µπορεί κανείς να 
διαπιστώσει αµέσως, στο να δείξουμε ότι, ξεκινώντας απὀ τα αξιώματα 
και εφαρμόζοντας τους ισχύοντες κανόνες, δεν μπορούμε Ως τελικό τύπο 
µιας απόδειξης να έχουµε τον «ΙΙ». ή µε άλλα λόγια ότιο «ΙΙ» δεν 
είναι αποδείξιµος τύπος. Αυτό το έργο ουσιαστικά ανήκει στην περιοχή 
της εποπτικής επεξεργασίας, το {ίδιο ακριβώς όπως στην περιεχοµενική 
θεωρία των αριθμών πρέπει, λ.χ.. να αποδείξουμε ότι ο ν2 είναι άρρητος 
αριθµός, δηλ. ότι είναι αδύνατον να βρούμε δύο αριθμούς α και ῥπου να 
ικανοποιούν τη σχέση α΄ Ξ20 µε άλλα λόγια, δεν είναι δυνατόν να πα- 


ρουσιάσουµε δύο αριθμητικά σύμβολα που να έχουν µία ορισμένη 
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ιδιότητα. Αντιστοίχως, πρέπει να δείξουµε ότι είναι αδύνατον να γίνει 
ένα ορισμένο είδος απόδειξης. Αλλά µία τυποποιημένη απόδειξη είναι 
ένα συγκεκριµένο και εποπτεύσιµο αντικείµενο, όπως το αριθμητικό 
σύμβολο . Και μπορούμε να την περιγράψουμε πλήρως. Το ότι ο τελικός 
τύπος έχει την απαιτούμενη δοµή είναι δηλαδή ο «ΙΙ» . είναι επίσης 
µία ιδιότητα της απόδειξης Και µπορεί να εξακριβωθεί µε συγκεκριµένο 
τρόπο. Το ότι η απόδειξη µπορεί πραγματικά να δοθεί . αιτιολογεί την 
εισαγωγή των ιδεατών προτάσεων. 

Συγχρόνως δοκιµάζουµε µία ευχάριστη έκπληξη, γιατί ανακαλύπτουμε 
ότι λύθηκε ένα πρόβλημα που απὀ καιρό βασανίζει τους μαθηματικούς: 
το πρόβλημα του να αποδείξουμε την εσωτερική συνέπεια των 
αξιωμάτων της αριθµητικής. Γιατί όταν χρησιμοποιούμε την αξιωματική 
μέθοδο, παρουσιάζεται το πρόβλημα της απόδειξης της συνέπειας. Στο 
κάτω-κάτω, όταν επιλέγουμε, ερμηνεύουµε Και χρησιμοποιούμε τα 
αξιώματα και τους κανόνες. δεν μπορούμε να βασιζόµαστε αποκλειστικά 
στην καλή πίστη ἠ την απλή εμπιστοσύνη. Στην περίπτωση της 
γεωμετρίας ή των φυσικών θεωριών, η απὀδειξη της συνέπειας γίνεται µε 
αναγωγή στην εσωτερική συνέπεια των αξιωμάτων της αριθμητικής. 
Είναι φανερό ότι δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε την ἴδια μέθοδο και 
στην περίπτωση της αριθµητικήςε. Η θεωρία των αποδείξεων που 
προτείνουμε επιτρέπει να κάνουμε το τελευταίο και σηµαντικό τούτο 
βήμα χάρη στη μέθοδο των ιδεατών στοιχείων’ γι’ αυτό και αποτελεί τον 
θολίτη λίθο στο οικοδόµηµα της αξιωματικής θεωρίας. Και αυτό που 
βιώσαµε δύο Φορές, την πρώτη µε τα παράδοξα του απειροστικού 
λογισμού και τη δεύτερη µε τις αντινοµίες της θεωρίας των συνόλων, δεν 
µπορεί να µας συμβεί και τρίτη φορά ούτε και ποτέ ξανά. 

Ἡ θεωρία της απόδειξης, που εδώ την παρουσιάσαµε σε γενικές 
γραµµές, όχι µόνο µπορεί να διασφαλίσει τα θεμέλια των μαθηματικών 


αλλά, όπως πιστεύω, ανοίγει ένα δρόµο που. αν τον ακολουθήσουμε, θα 
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µας επιτρέψει να αντιμετωπίσουμε γενικά προβλήµατα που έχουν 
θεµελιακό χαρακτήρα και ανήκουν στο πεδίο των μαθηματικών, 
προβλήματα που προηγουμένως δεν ήταν δυνατόν οὖτε καν να τα 
πλησιάσουµε. 

Τα μαθηματικά έγιναν κατά κάποιο τρόπο ένα δικαστήριο διαιτησίας, 
ένα ανώτατο δικαστήριο που θα αποφασίζει για ζητήματα αρχών --- και 
µε τόσο συγκεκριμένη δράση, ώστε να είναι δυνατή η γενική συμφωνία 
και να μπορούν να ελεγχθούν όλες οι βεβαιώσεις. 

Ακόμα και οι βεβαιώσεις της πρόσφατης σχολής που ονομάζεται «Ιν- 
τουισιονιστική», αν και όχι πολύ φιλόδοξες, πρέπει, κατά τη γνώμη µου, 
να εφοδιαστούν µε ένα πιστοποιητικά εγκυρότητας, που µόνο αυτό το δι- 
καστήριο µπορεί να εκδώσει. 

Ως παραδείγματα του τρόπου µε τον οποίο μπορούμε να πραγµατευ- 
θούμε θεµελιακά ζητήματα, θα ήθελα να διαλέξω τη θέση ότι κάθε 
μαθηματικό πρόβλημα επιδέχεται λύση. Όλοι µας το πιστεύουμε αυτό. 
Στο κάτω-κάτω ένα από τα βασικά κίνητρα που µας ὠθούν να 
αντιμετωπίσουμε ένα μαθηματικό πρόβλημα είναι ότι πάντοτε µέσα µας 
ακούμε τη φωνή: να το πρόβλημα, βρες τη λύση: μπορείς να τη βρεις µε 
την καθαρή σκέψη γιατί στα μαθηματικά δεν υπάρχει ἰΙσποταβίπιας (το 
αγνοείν) . Βέβαια η θεωρία τής απόδειξης που προτείνω δεν µπορεί να 
δώσει µία γενική μέθοδο για τη λύση οποιουδήποτε μαθηματικού 
προβλήματος: εξάλλου δεν υπάρχει τέτοια μέθοδος. Ωστόσο, η θεωρία 
μας είναι αρμόδια να αποδείξει πως η παραδοχή ότι κάθε μαθηματικό 
πρόβλημα επιδέχεται λύση είναι µη αντιφατική. 

Θα ήθελα να χρησιμοποιήσω ακόµα. ένα τελευταίο πλεονέκτημα. Η 
τελική δοκιμή κάθε νέας θεωρίας είναι η επιτυχία της να απαντά σε 
ερωτήματα που προὐπήρχαν κάπου η θεωρία δεν αναπτύχθηκε ειδικά για 
να τα απαντήσει. Τα ερωτήματα θα τα γνωρίζετε απὀ τοὺς καρπούς τους 


-το ίδιο και τις θεωρίες. Μόλις ο (απίοιτ ανακάλυψε τους πρώτους 
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υπερπεπερασμένους του αριθμούς, τους αριθμούς της δεύτερης 
αριθµητικής κλάσης όπως ονομάστηκαν, προέκυψε το ερώτημα, όπως 
έχω ήδη αναφέρει, αν µε αυτή την υπερπεπερασµένη μέτρηση μπορούσε 
κανείς να αριθµήσει πραγματικά τα στοιχεία συνόλων , γνωστών σε άλλα 
πλαίσια, αλλά όχι αριθμµήσιμων µε τη συνηθισμένη έννοια. Το 
ευθύγραμμο τµήµα ήταν το πρώτο και πιο γνωστό σύνολο αυτού του 
είδους που τέθηκε υπό εξέταση. Αυτό το ερώτημα, αν τα σηµεία του 
ευθυγράµµου τµήµατος, δηλαδή οι πραγματικοί αριθμοί, μπορούν να 
αριθμηθούν µε τη βοήθεια των αριθμών του πίνακα που κατασκευάστηκε 
παραπάνω, είναι το περίφημο πρόβλημα του συνεχούς, που διατυπώθηκε 
αλλά δεν λύθηκε απὀ τον ϱαπίογ . Μερικοί μαθηματικοί πίστευαν ότι 
μπορούσαν να απαλλαγούν από αυτό το πρόβλημα αρνούμενοι την 
ὐπαρξή του. Ἡ συζήτηση που ακολουθεί δείχνει πόσο λανθασμένη ήταν 
αυτή η στάση. Το πρόβλημα του συνεχούς διακρίνεται για την 
πρωτοτυπία και την εσωτερική ομορφιά του. Χαρακτηρίζεται, επιπλέον, 
από δύο στοιχεία που το αναδεικνύουν ανώτερο απὀ άλλα φημισμένα 
προβλήµατα: η λύση του απαιτεί νέους τρόπους, αφού οι παλιές μέθοδοι 
αποτυγχάνουν στην περίπτωσή του και επιπλέον, αυτή η λύση είναι αφ᾿ 
εαυτής τεράστιου ενδιαφέροντος ὡς προς το αποτέλεσµα που πρὀκειται 
να καθοριστεί. 

Ἡ θεωρεία που έχω αναπτύξει µια λύση του προβλήματος του 
συνεχούς ναι δυνατή αποτελεί το πρὠτο και το σημαντικότερο βήμα 
προς τη λύση του 

Ας αναλογισθούµε τέλος το πραγµατικό µας αντικείµενο και σε ότι 
αφορά το άπειρο, ας ζυγοσταθμµίσουµε τους συλλογισμούς µας. Το 


τελικό αποτέλεσµα δεν πραγµατώνεται πουθενά ούτε είναι παρὀν στην 





13 Στο σηµείο αυτό παραθέτει µια απόδειξη του προβλήματος του συνεχούς . Η προσπάθειά του αν 
και δεν στερείται ενδιαφέροντος, δεν έφερε αποτέλεσµα καιτο παραλείπουµε εδώ. 
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φύση . οὔτε εἶναι αποδεκτό ως θεμελίωση της λογικής µας σκέψης-μια 
αξιοσημείωτη αρμονία ανάµεσα σε ύπαρξη και σκέψη. Κερδίζουµε µια 
βεβαιότητα που είναι αντίθετη µε τις παλαιότερες προσπάθειες των 
Έγοεσε και Βοάεκίπί ότι δηλαδή. αν η επιστημονική γνώση µπορεί να 
είναι δυνατή , είναι αναπόφευκτες ορισμένες εποπτικές (ενορατικές) 
συλλήψεις. Ἡ λογική απὀ µόνη της δεν αρκεί. Το δικαίωµα να 
εργαζόµαστε µε το άπειρο µπορεί να εξασφαλισθεί µόνο µέσα απὀ το 
πεπερασμένο. 

Ο ρόλος που απομένει στο άπειρο, είναι µόνο αυτός της µιας ιδέας, 
ανά και σύμφωνα µε τα λόγια του Ἰαπί καταλαβαίνουμε µε ιδέα µια 
λογική έννοια που υπερβαίνει όλη την εμπειρία Και µέσω της οποίας το 
συγκεκριµένο ολοκληρώνεται ώστε να σχηματίζει µια ολότητα. --μιας 
ιδέας επιπλέον, στην οποία μπορούμε να έχουµε εμπιστοσύνη µέσα στα 
πλαίσια της θεωρίας που έχω εδώ σκιαγραφήσει και υπερασπισθεί. 

Κλείνοντας , θα ήθελα να εκφράσω τις ευχαριστίες µου στον ΡΟ. 
ΒΏετπαγς για την συμπάσχουσα συνεργασία και την ανεκτίµητη βοήθεια 
που µου προσέφερε σε ερωτήματα τόσο µορφής, όσο Και περιεχομένου 


και ειδικότερα στην απόδειξη του θεωρήματος του συνεχούς. 


4. Οι αντιλήψεις του ΗΙ/βογί για το άπειρο 


Όπως προείπαµε. ο ΗΗδοτί διετύπωσετις παραπάνω απόψεις στις 
4 Ιουνίου του 1925 σε εκδήλωση συνάντηση της μαθηματικής εταιρείας 


της Βεστφαλίας ., στην μνήμη του ἸΜεἰοιςίγαςς . 
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Προηγούμενα, είχε καταστεί φανερό, πως καμία θεμελίωση των 
μαθηματικών δεν θα ήταν ικανή να σταθεί στα πόδια της, αν 
προηγουμένως, δεν αποσαφηνιζόταν η έννοια του πραγματικού απείρου. 

Τα παράδοξα της συνολοθεωρίας του (Πίο: είχαν κάνει την 
εμφάνισή τους, και ήδη είχαν ταλανίσει την μαθηματική κοινότητα, 
είχαν δημιουργηθεί συζητήσεις, αντιπαραθέσεις και ηράκλειες 
προσπάθειες για την άρση τῶν αντινοµιών που προήρχοντο από 
ενορατικές επεκτάσεις προτάσεων και ιδεών απὀ τον χώρο του 
πεπερασµένου στον χώρο του απείρου. 

Εδώ η διαίσθηση από µόνη της οδηγούσε σε σφάλµατα.... 
Καιναι µεν ο ἸΜεἰειςίγαςς -επ᾽ ευκαιρεία της µνήµης του οποίου 
ομιλούσε ενώπιον του συμποσίου -- είχε κατορθώσει να δαµάσει τρόπον 
τινά το άπειρο στον Απειροστικό λογισμό µε την εισαγωγή των ὃ- 
εψιλοντικών ορισμών , αλλά βεβαίως πόρω απείχε από την πραγματική 
τιθάσευση του (αν ήταν --είναι δυνατή) αφού το άπειρο, σταθερά 
παρουσιάζεται λ.χ. στις άπειρες ακολουθίες (8Η9ΠΥ µέσω των οποίων 
ορίζονται οι πραγματικοί αριθμοί και οἱ οποίοι αποτελούν το όχημα του 
Απειροστικού λογισμού. 

Σύμφωνα µετον ΗΠροτί, για να δικαιωθεί οντολογικά η έννοια 
του απείρου , πρέπει να στραφούµε σε δύο πηγές: 

Α)Στην φύση 

Β) Στη νόηση 

Αν ξεκινήσουμε από την φύση, η διαίρεση της ύλης δεν είναι ατέρµονη., 
καθώς έχοµε όρια διαιρετότητάς της: Το μόριο, πέρα απὀ το οποίο δεν 
έχει νόηµα η διατήρηση των φυσικών ιδιοτήτων του υλικού που 
διαιρείται . Υπάρχει στην συνέχεια το άτοµο. το ηλεκτρόνιο, όπως καιτα 
σύγχρονα (τώρα, όχι τότε) υποατομικά σωματίδια τα κουάρκς που 
γίνονται αντιληπτά απὀ τις συνέπειές τους. Βεβαίως, διαρκώς 


ανακαλύπτουμε νέα «εξωτικά» υποατομικά σωματίδια, αλλά η επ᾽ 


42 


άπειρον διαιρετότητα της ύλης καθίσταται εξαιρετικά αμφίβολη. 
Κυριολεκτικά ανακαλύπτουμε ότι η ύλη εμπεριέχει απροσδόκητα, 
τεράστιους κενούς χώρους ανάµεσα στους δομικούς της λίθους. Αυτά 
στον µικρόκοσµο. 

Στον µακρόκοσμο . η ύπαρξη απείρων στο πλήθος υλικών 
αντικειμένων είναι μάλλον αδύνατη. Οι κοσμολόγοι τείνουν να 
συμφωνήσουν ότι το σύμπαν είναι πεπερασμένο. Άρα κατά πάσα 
πιθανότητα (ίσως βεβαιότητα) το πραγματικά άπειρο δεν υπάρχει στην 
φύση. 

Αν στραφούµε στην νόηση για να δικαιώσουµε την ύπαρξη του 
απείρου, τότε εκεί τα πράγματα είναι ανυπέρβλητα, καθώς ουδείς 
άνθρωπος είναι ικανός να προβεί σε οιουδήποτε είδους έλεγχο απείρων 
βημάτων ή να διακρίνει άπειρα µέρη σε αντικείµενο φυσικό ή νοητό(υπό 
την έννοια πάντα του διακριτού ελέγχου) 

Αφού λοιπόν το πραγµατικό άπειρο δεν φαίνεται να υπάρχει, ο 
Ημροπί, προσπαθεί να οικοδοµήσει µια φιλοσοφική θεωρία, όπου το 
περατοκρατικό του πρόγραµµα θα διασώσει το σώµα τῶν κλασικών 
μαθηματικών και θα θεµελιωθεί σε ακλόνητα θεμέλια. 


Σύμφωνα µε τον ἶδιο τον Η]]δετί , απαιτούνται γι’ αυτό. δύο 


πράγματα: 

(9) Να ερευνηθούν οιτρόποι δημιουργίας νέων εννοιών , καθώς 
και οἱ συμπερασματικές διαδικασίες , οι οποίες θα 
μπορέσουν να αποδώσουν καρπούς στα πλαίσια του 
φορμαλισμού 

(11) Οι συμπερασματικές διαδικασίες που θα ακολουθηθούν , να 


είναι τόσο ασφαλείς και βέβαιες, όσο και οι αντίστοιχες που 
ακολουθούνται στα πλαίσια της στοιχειώδους Αριθµητικής. 
Οι παραπάνω θέσεις αποτελούν ένα είδος απάντησης στο πρόβλημα 


αντιμετώπισης των παραδόξων που ήδη όπως προείπαµε ανεφύη 25 
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χρόνια πριν απὀ την ομιλία του Ηι]δοτί ΄Ἠδη, σύμφωνα µε την πρώτη 
θέση του Η1]δοετί, η ανεξέλεγκτη εισαγωγή νέων εννοιών θα πρέπει να 
αποφεύγεται. Επίσης, ο έλεγχος των όποιων εννοιών είναι υπό 
εισαγωγή θα πρέπει να έχει δύο σκέλη: 

»Σ Οινέες έννοιες θα πρέπει να είναι γόνιµες. 

»Σ Οινέες έννοιες δεν θα πρέπει να οδηγούν σε αντιφάσεις. 

Σε περίπτωση που οδηγούν σε αντιφάσεις-και εφ᾽ όσον είναι γόνιµες- 
θα πρέπει να τροποποιούνται, µε τέτοιο τρόπο, ώστε να πάψουν να 
οδηγούν σε τερατογενέσεις. Λ.χ. η ύπαρξη των συνολοθεωρητικών 
παραδόξων . δεν θα πρέπει να µας οδηγήσει στην απόρριψη της 
συνολοθεωρίας, αλλά σε µια επιτυχή τροποποιησή της, κάτι που 
επιτυχέστατα έγινε µε την κατά Ζειπιετο-ΕταςηΚκε] θεωρία των 
συνόλων. Και όπως είπε ο Η1δρετί, «κανείς δεν θα µας εκδιώξει από 
τον Παράδεισοίτης θεωρίας των συνόλων) που δημιούργησε ο Οαπίος 
για µας» 

Ο Ηήροτί, έθεσε τις προὐοθέσεις , που θα οδηγούσαν σε στέρεη 
μαθηματική πρακτική. Σύμφωνα πάντα µε τον ίδιο , αυτές θα έπρεπε 
να είναι οι εξής: 

1. Θα πρέπει να δουλεύουμε µε το πραγµατικό άπειρο, µε 
διαδικασίες που δεν το χρησιμοποιούν αυτό καθ’ εαυτό, 
αλλά µε διαδικασίες που οὐὖσες ισοδύναμες µετις 
προηγούμενες, να το παρακάμπτουν κομψά, όπως ακριβώς 
οι εψιλοντικοί ορισμοί του λ/εἰετείταςδς για το όριο, 
παρακάµπτουν το άπειρο. 

2. Για την χρήση κάποιας διαδικασίας, θα πρέπει να 
υπάρχουν στοιχειώδη νοµιµοποιητικά κριτήρια. Αυτά -- 
πάντα κατά ΗΠδετί-πρέπει να είναι δύο ειδών: 

»Σ Κριτήρια που θα οδηγούν σε εγγύηση ότι δεν 


μπορούμε να οδηγηθούµε σε αντιφάσεις 
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»Σ Κριτήρια καθορισμού της γονιμότητας και επιτυχίας 
της χρησιμοποιούµενης διαδικασίας στην 
ολοκλήρωση του σκοπού ή και του προγράµµατος 
για το οποίο χρησιμοποιήθηκε. 

3. Οιλογικές συμπερασματικές διαδικασίες θα πρέπει να 
χρησιμοποιούνται µε φειδώ, και µόνον όταν η μαθηματική µας 
διαίσθηση επιτρέπει τον πλήρη έλεγχο των εννοιών που 


διασυνδέονται αποδεικτικά. 


5. Σχετικά Με Το Άπειρο Του Βανιά 
Ηήρενέ΄ 


Την 43 Ιουλίου του 1925 ο Ὠανίιά Ηϊ]δετί έδωσε µια διάλεξη στο 
συνέδριο της μαθηματικής εταιρίας του Ἠ/εδίρμα[απ προς τιμήν του Κατ 
ἸΜεἰοιςίταςς. Το αντικείμενό του ήταν Το Άπειρο, και πιο συγκεκριµένα, η 
ιδέα των «λογικών προϊόντων του απείρου» δηλαδή των διαζεύξεων οι 
οποίες περιέχουν απείρως πολλές ενότητες. Ἀτην πορεία προέκυψαν και 
άλλα ζητήματα όπως η ύπαρξη του απείρου στη φύση και ο μαθηματικός 
φορμαλισμός (αυστηρή προσκόλληση σε προκαθορισµένες μορφές) 

Στην αρχή της εργασίας του ο ΗΠδετί δηλώνει ότι «η σηµασία του 
απείρου ποτέ δεν έχει διευκρινιστεί πλήρως». Σχετικά µε αυτό αξίζει να 
αναφερθεί ότι ο ὨεάεΚκιπά στην εργασία του «Η Φύση Και Η Σηµασία 
των Αριθμών», η οποία δημοσιεύτηκε το 1901, ορίζει ὡς «άπειρο 


σύνολολαυτό το οποίο µπορεί µε δύο τρόπους να χαρτογραφηθεί σε ένα 





14 μ ; .οικ { µ µ : 
Το παρακάτω κείµενο αποτελεί µέρος µιας σειράς διαλέξεων που έδὠσε ο Τϊπι Ἐγτο στο 


πανεπιστήμιο µε τίτλο «Οι Βάσεις των μαθηματικών» το 1994. 
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ορισμένο µέρος του ιδίου(του συνόλου)’. Αυτό φυσικά δεν έρχεται σε 
αντίθεση µε την διαισθητική µας ιδέα για ένα άπειρο σύνολο και µπορεί 
να επεκταθεί ώστε να συμπεριλάρει τις «άπειρες αποστάσειο και την 
«αιωνιότητα» χωρίς µεγάλη δυσκολία. Για παράδειγµα άπειρη απόσταση 
µπορεί να θεωρηθεί αυτή η οποία έχει ευδιάκριτη µία ίντσα (ή ένα 
εκατοστό ή ένα έτος φωτός) για κάθε στοιχείο ενός άπειρου συνόλου. 
Δεν είναι ὠστόσο συνηθισμένο να χρησιμοποιούμε αυτό τον ορισμό 
επειδή συνήθως δεν σκεφτόμαστε το άπειρο µε αυτό τον τρόπο. 
Δημιουργείται η εντύπωση ότι πρὀκειται περισσότερο για ιδιότητα ενός 
συνόλου που δεν έχει πέρας. Αποτελεί έναν καλό ορισμό αλλά δύσκολα 
θα θεωρούνταν διευκρίνηση. Μπορούμε να πούμε ότι κατά κάποιο τρόπο 
µας προειδοποιεί για τους κινδύνους που φέρει η προσέγγιση του 
απείρου. 

Στο σηµείο αυτό ο Ηδετί αρχίζει να θίγει την κεντρική ιδέα της 
διάλεξής του. Ενώ παραμερίζουµε το άπειρα µεγάλο και μικρό στην 
ανάλυση, εξακολουθούµε να κάνουμε προτάσεις για τα άπειρα σύνολα 
των ενοτήτων και συγκεκριµένα για τα άπειρα σύνολα των αριθμών όπως 
οι πραγματικοί και οι λογικοί. Αυτό, ισχυρίζεται ο ΗΙ]θοτί, δεν είναι κάτι 
που επιχειρούµε ευθέως. Το άπειρα µεγάλο, διατείνεται, είναι «απλώς 
σχήµα λόγου» και τέτοια πρέπει να είναι και η ιδέα του «άπειρου 
συνόλου» όπως οι πραγματικοί. Τέτοιες διαδικασίες πρέπει να είναι 
πεπερασµένες, όπως ήταν Και το άπειρα µεγάλο και μικρό στην ανάλυση. 

Το επιχείρηµα που δίνεται για αυτή την αντικατάσταση είναι ότι το 
μαθηματικό έργο που επετεύχθη χρησιμοποιώντας το άπειρο απεδείχθη 
πολύ παράδοξο Και επομένως η χρησιμοποίηση του απείρου µε ένα 
λογικό πλαίσιο είναι καταδικασμένη να οδηγήσει σε παραλογισμούς. Το 
επιχείρηµα αυτό είναι όντως φτωχό. Δεν υπάρχει κανένα καλά γνωστό 
πρόβλημα το οποίο να συνδέεται µε τον υπαρξιακό, ποσοτικό 


προσδιορισμό των άπειρων «περιοχών». Ο Ηιροτί ο ίδιος έδειξε στην 
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ἴδια διάλεξη ότι εάν διατηρήσουμε τη λογική πεπερασμένη , οἱ γενικές 
δηλώσεις δεν μπορούν να επιδεχθούν άρνηση. Σίγουρα αυτό δεν µπορεί 
να θεωρηθεί ὡς µία «φυσική» κατάσταση των πραγμάτων. Πολλά 
παράδοξα προέκυψαν όταν το άπειρο χρησιμοποιήθηκε στην απειροστικό 
λογισμό . δικαιολογώντας έτσι την µελέτη του ἸΝεΙοιςίτας. Από τον 
υπαρξιακό, ποσοτικό προσδιορισμό δεν έχει προκύψει κάποιο πρόβλημα 
ακόµα οπότε και δεν χρειάζεται τροποποίηση- («εάν κάτι δεν χαλάσει, 
µην το Φφτιάξεις)) 

Πρέπει να παραδεχθούµε ωστόσο πως ό,τι είναι ή δεν είναι 
«εμφανές» πρέπει σε κάποιο σηµείο να γίνει ζήτημα άποψης. Αυτό είναι 
ένα δυσάρεστο, ασήμαντο πρόβλημα το οποίο ευτυχώς δεν αποτελεί 
ιδιαίτερο ζήτημα. Μπαίνουµε στα χωράφια της Ψυχολογίας και θα 
έπρεπε να το αποφύγουμε. 

Αυτό µας φέρνει σε ένα πολύ ενδιαφέρον κομμάτι της διάλεξης. Ο 
Ημροεπί υποστηρίζει σε διάστηµα μερικών παραγράφων ότι τίποτα στη 
φύση δεν είναι άπειρο. Αυτό αναμφίβολα είναι ένας παρακινδυνευµένος 
ισχυρισμός. Ακόμη και σήµερα εβδομήντα χρόνια µετά, δεν μπορούμε να 
δώσουμε µια σίγουρη απάντηση στο ζήτημα αυτό. Η κβαντική μηχανική 
μας ὠθεί, µε κάποια βεβαιότητα να πιστέψουμε πως δεν υπάρχει τίποτα 
που να είναι άπειρα μικρό. Ωστόσο η κβαντική μηχανική χρησιμοποιεί 
ως επί το πλείστον διαφορικές εξισώσεις , οι οποίες προὐποθέτουν ότι ο 
χρόνος στη φύση είναι συνεχής. Έτσι λοιπόν κάποιος θα μπορούσε να 
υποστηρίξει πως υπάρχει ένας άπειρος αριθµός «στιγμών» το 
δευτερόλεπτο, αφού στην έρευνα µας για το φυσικό άπειρο δεν 
περιοριζόµαστε µόνο σε «μήκη». Με το να αρνούμαστε ότι ο χρόνος 
είναι συνεχής , αρνούµαστε την εγκυρότητα του θεμελιώδους εργαλείου 
της κβαντικής μηχανικής και ως εκ τούτου χάνουμε την επιστημονική 
απόδειξη ότι τίποτα δεν είναι άπειρα μικρό. Με δεδοµένη την τεράστια 


επιτυχία της κβαντικής μηχανικής, φαίνεται ότι είτε ο χρόνος εἶναι 
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συνεχής είτε έχει µία φύση που είναι συνεχής για «πρακτικούς λόγους», 
έτσι ώστε οι διαφορικές εξισώσεις να επιτυγχάνουν µία εκπληκτικά 
ακριβή προσέγγιση της πραγματικότητας. Είναι σαφώς ενδιαφέρον να 
βλέπουμε το ξεχωριστό να προσεγγίζεται απὀ το συνεχές και όχι απὀ τον 
αντίστροφο, όπως συμβαίνει συνήθως. Αξίζει να σημειώσουμε ότι έχουν 
γίνει εκτιμήσεις που υποστηρίζουν ότι κανένα χρονικό διάστηµα 
μικρότερο από 10” 5ος δεν θα μπορέσει ποτέ να μετρηθεί πειραματικά. 

Όσο για το άπειρα µεγάλο, αυτό είναι πολύ λιγότερο σίγουρο. 
Παρά τις τεράστιες προόδους τῆς αστρονομίας, η τοπολογία του 
σύμπαντος παραμένει μυστήριο. Φαίνεται όντως απίθανο το σύμπαν να 
είναι άπειρο, όµως αυτό δεν αποδεικνύεται µε κανένα µέσο. Ο ΗΠροτί 
ήταν ένας σεβαστός φυσικομαθηµατικός και δεν θα μπορούσε χωρίς 
σκέψη να κάνει τόσο βιαστικούς ισχυρισμούς όσο αυτός. Ωστόσο καλό 
θα ήταν η μη-ύπαρξη του φυσικού απείρου να θεωρηθεί μεταμαθηματικό 
αξίωμα και όχι γεγονός. 

Εάν είναι σηµαντικό το ότι το άπειρο δεν υπάρχει στη φύση, 
μήπως δεν θα έπρεπε να θεωρούμε ότι τα παράλογα και ακόµη και τα 
λογικά δεν υπάρχουν πραγματικά στον αληθινό κόσµο; Από µία 
κβαντική άποψη, εάν αποστάσεις, µάζες και (πιθανώς) χρόνοι μετρηθούν 
σε δεόντως µικρές µονάδες, θα δώσουν (θεωρητικώς) ακέραια μεγέθη. Η 
μέτρηση ενός πραγματικού αριθμού µπορεί να καταστεί ακέραιη αν 
διαλέξουµε µία πιο κατάλληλη µονάδα μέτρησης, οἱ άλογες αποστάσεις 
(ασύμμετρων αριθμών) απλώς δεν υπάρχουν. Ποτέ κανείς δεν έχει 
καταφέρει να σχεδιάσει µία τέλεια µονάδα κύκλου ή ένα τέλειο τρίγωνο 
με ν2 την Ὁυποτείνουσά του. Από την οπτική γωνία της 
«πραγματικότητας», τα λογικά και τα άλογα είναι ακριβώς τόσο µη- 
υπάρχοντα όσο και το άπειρο, µόνο η ενστικτώδης αντίληψή µας για 
αυτά µε την διανοητική έννοια είναι καλύτερη. Επιπλέον το γεγονός ότι 


κάτι υπάρχει στη φύση δεν συνιστά ότι γίνεται και διαισθητικώς 
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αντιληπτό. Ένα ηλεκτρόνιο είναι σίγουρα αληθινό, όµως πολύ λίγοι 
άνθρωποι αντιλαμβάνονται την πραγματική του φύση, και µόνο σε σχέση 
µε μαθηματικές εξισώσεις. Από την άλλη πλευρά οι περισσότεροι 
άνθρωποι µέσης νοημοσύνης καταφέρνουν να κατανοήσουν την ιδέα των 
άλογων αριθμών ΄ οι οποίοι πραγματικά δεν μπορούν να υπάρξουν. 
Φαίνεται ότι το πραγµατικό πρόβλημα που προκύπτει κατά την 
προσέγγιση τής έννοιας του απείρου είναι το εξής. Έχουμε µία καλή 
ενστικτώδη αντίληψη «μη πραγματικών» αντικειμένων , όπως είναι οι 
ρητοί και οι άρρητοι αριθμοί γιατί αποτελούν το φυσικό τρόπο να 
σκεφτόμαστε για τον κόσμο που µας περιβάλλει. Ό,τι ξέρουμε για την 
πραγματική φύση του κόσμου εἶναι έντονα ενστικτώδες, απείρως 
διαφορετικό απὀ αυτό που θα μπορούσαμε να αποκαλέσουµε 
«ενστικτώδη ἀποψή» µας. Το άπειρο απὀ την άλλη πλευρά δεν έχει θέση 
στη µέση αντίληψή µας για τον κόσμο, αλλά αποτελεί επέκτασή του, 
ασχέτως µε το αν υπάρχει στη φύση ή ὀχι. Για παράδειγµα 
αντιλαμβανόμαστε τους φυσικούς αριθμούς γιατί βλέπουμε γύρω µας 
αριθμούς πραγμάτων. Κατανοούµε πως δεν υπάρχει λόγος να υπάρχει 
«ένα περισσότερο» απὀ τον οποιοδήποτε δοθέντα αριθµό και έτσι 
οδηγούμαστε στην σύλληψη του πρώτου απείρου, στο θεμελιώδες 
σύνολο των φυσικών αριθμών. Οµοίως, σκεφτόμαστε µια γραµµή «ὡς 
συνεχή- είναι απλώς ο φυσικός τρόπος για µας να σκεφτόμαστε. Έτσι 
οδηγούμαστε να επινοήσουµε τους πραγματικούς-ένα άλλο άπειρο. 
Ἐπειδή δεν μπορούμε πάντα να δίνουνε εικόνα σε ὁ,τι 
αντιλαμβανόμαστε, προκύπτουν παράδοξα αν δεν είμαστε ιδιαίτερα 
προσεκτικοί. Κατά τον ίδιο τρόπο, οι υψηλότερες διαστάσεις αποτελούν, 
αν και λιγότερο πιθανή. απειλή. Από την αντίληψή µας για τον 


πραγµατικό κόσµο συλλαμβάνουμε µια τέταρτη διάσταση. Αν δεν 
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φανούμµε ιδιαίτερα προσεχτικοί στην έρευνά µας για το άπειρο και για 
άλλες παρόμοιες ιδέες, πολλά παράδοξα θα κάνουν την εμφάνισή τους. 

Στο σηµείο αυτό συμφωνούμε µε την παρατήρηση που έκανε ο 
ΗΠΗβροτί αρχίζοντας την ενασχόλησή του µε το φυσικό άπειρο. Δηλώνει 
ότι «καμία άλλη ιδέα δε χρειάζεται περισσότερη διευκρίνηση από την 
έννοια του απείρου.» Όπως είδαμε αυτό συμβαίνει όχι επειδή δεν υπάρχει 
αλλά επειδή δεν αποτελεί κομμάτι της σύλληψής µας για τον κόσμο. Σε 
κανένα σηµείο δεν µας λέει ο ΗΠθοτί γιατί η µη ύπαρξη του φυσικού 
απείρου είναι σηµαντική. Το 1525 ο Ρώσος μαθηματικός Τοὔαςβενςκυ 
έδειξε ότι το αξίωμα του Ευκλείδη που λέει: «δοθείσης µίας ευθείας 
γραμμής (ε) και ενός σημείου Α εκτός αυτής , υπάρχει µία ευθεία που 
περνάει απὀ το Α και είναι παράλληλη της (ε)» µπορεί να αντικατασταθεί 
µε το εξής: «δοθείσης µίας ευθείας γραμμής (8) και ενός σημείου Α 
εκτός αυτής , υπάρχουν δύο ευθείες που περνάνε απὀ το σηµείο Α και 
είναι παράλληλες στην (ε)» χωρίς να παραβιάζει τη συνέπεια ολόκληρου 
του συνόλου των αξιωμάτων και χωρίς να παραβιάζει τη φυσική ιδιότητα 
του χώρου δεδοµένου ότι οι δύο γραμμές ήταν επαρκώς κοντά η µία µε 
την άλλη ώστε να διαψεύσει την μέτρηση ανάμεσά τους. 

Ο ΗΠροτί συνεχίζει λέγοντας ότι «το άπειρο καταλαμβάνει ένα 
δικαιολογημένο µέρος της σκέψης µας». Αυτό είναι αναμφίβολα 
αλήθεια. Έχουμε µια ενστικτώδη ιδέα του τι σηµαίνει άπειρο. Δεν πρέπει 
να εγκαταλείψουµε µια τόσο ελκυστική ιδέα. Πρέπει να την 
κυνηγήσουµε κατά το δυνατό, να την δαµάσουµε Και να προσπαθήσουμε 


να την κατανοήσουμε πλήρως. 


Έπειτα θίγει τα «ιδανικά στοιχεία», δηλώνοντας πρωτίστως ότι «Τα 
σηµεία και οι ευθείες γραμμές ενός επιπέδου είναι πραγματικά, 
πραγματικά υπάρχοντα αντικείμενα.» Είναι παράξενο το γεγονός ότι τα 


χαρακτηρίζει έτσι . δεδοµένων τῶν τελευταίων παραγράφων στις οποίες 
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πραγµατευόταν την πραγματική φύση του σύμπαντος. Ενώ η πραγματική 
του φύση δεν είναι βεβαία, μπορούμε να είµαστε σίγουροι ότι σε καμία 
περίπτωση δεν είναι Κάτι σαν τη γεωμετρία του Ευκλείδη και το ότι 
αναφερόμαστε στα σηµεία και τις γραμμές ως «αληθινές» είναι, αν όχι 
τίποτα άλλο, λιγότερο δικαιολογηµένο απὀ το να αναφερόμαστε στο 
άπειρο ως «πραγματικό», γιατί θα πρέπει ακόµα να αποδείξουμε 
επιστημονικά αν το σύμπαν είναι αληθινό ή όχι. 

Τα ιδανικά στοιχεία εισάγονται µε τη χρήση της επίπεδης 
γεωμετρίας και των σημείων που κάποιος θα εισήγαγε στο άπειρο ώστε 
να βελτιώσει την κομψότητα στα θεωρήματα. Οι µιγαδικοί αριθμοί 
αναφέρονται επίσης ὡς επέκταση της «πραγματικότητας» και το 
θεμελιώδες σύνολο των φυσικών αριθμών περιγράφεται ως ένας 
«ιδανικός αριθµός». Εδώ βλέπουμε µία μαθηματική αδεξιότητα απὀ τις 
δυσκολίες που αντιμετώπισαν οἱ μαθηματικοί στις αρχές του αιώνα. Δεν 
θεωρούμε πλέον τους πραγματικούς αριθμούς περισσότερο 
«πραγματικούς» από τους μιγαδικούς αριθμούς. Κατά τη σύγχρονη 
θεώρηση αποτελούν και οι δύο μαθηματικές κατασκευές οι οποίες 
ορίσθηκαν και «Φτιάχτηκαν µε καμία απολύτως αναφορά στην 
πραγματικότητα όπως και όλες οι υπόλοιπες μαθηματικές κατασκευές. 
Αυτή η σύγχυση αποτελεί περισσότερο µια αντανάκλαση τῆς λιγότερο 
ώριμης φύσης των μαθηματικών την εποχή εκείνη παρά µομφή για τον 
ίδιο τον Ηροτί. Αξίζει να σημειώσουμε ότι η διάλεξη αργότερα δεν 
αφήνει καμία απορία για τη φύση των αξιωμάτων, «.... αξιώματα] παρ᾽ 
ότι αρχικά θεωρήθηκαν αφελώς Ως βασικές αλήθειες, έχουν για πολύ 
καιρό αντιµετωπισθεί.....ῶς σχέσεις μεταξύ των εννοιών.» Αυτός είναι ο 
τρόπος σκέψης που µας οδήγησε στη σύγχρονη θεώρηση των 
μαθηματικών. 

Ο ΗΠῦοτί έπειτα προχωρά στην εξέταση του απείρου σε σχέση µε 


την ανάλυση. Σημειώνει πώς ο κόσμος συνειδητοποίησε πόσο βασικά 
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διαφέρουν το άπειρο και το πεπερασμένο, αλλά επισημαίνει ότι η 
ανάλυση ὃεν περιγράφει πλήρως το ἀάπειρο. Ἰαι πρέπει να 
συμφωνήσουμε. Ακόμα και η σύγχρονη ανάλυση δεν κάνει τίποτα 
περισσότερο απ’ το να αντιμετωπίζει το άπειρο Και να το χρησιμοποιεί. 
Ουσιαστικά δεν μελετά το άπειρο. Όπως λέει ο Ηιοοτί την βάση για να 
γίνει αυτό, την έθεσε ο (αΠί0Γ. 

Λιγότερα εὔλογα, υποστηρίζεται ότι η ανάλυση εξετάζει το άπειρο 
µόνο ὡς περιορισμένη ιδέα, αυτό που αποκαλεί «πιθανό(;) άπειρο) . 
Μπορούμε να πούμε ότι αυτή είναι και η προσέγγιση που έκανε ο (απΠίογ 
στους ορισμούς του για τα διάφορα είδη απείρων. Το νΝ’ περιγράφεται 
από τον Ζειπιεί]ο ως “περιορισμένο νοι ΝΕεΙπΠαΠ τακτικό αριθμητικό: ».᾽ 


Ο Ηήἠβυοτί ίσως έχει Κάποιο δίκιο αλλά αυτό δεν θα πρέπει να επηρεάσει 


βαθιά την σκέψη µας για το άπειρο. 


Στη συνέχεια της διάλεξης περιγράφονται κάποια αποτελέσµατα για το 
ἀπειρο(υπάρχουν τόσοι ρητοί όσοι Και φυσικοί, υπάρχουν τόσα σηµεία 
στο [0.1] όσα και σε µία µονάδα κύβου αλλά υπάρχουν «λιγότερου 
φυσικοί αριθμοί απ᾿ ότι τα σηµεία στο [0.1]. Οδηγούµαστε µέσα από τις 
βάσεις της μελέτης του (απίος, στο καταστροφικό παράδοξο των 
Ζειπιε]ο-Π]δετί και τη στρατηγική που πρέπει να χρησιμοποιήσουμε για 
να σώσουμε αυτή την εμφανώς λαμπρή επινόηση. 

Όπως συμβαίνει, ο Ζεπιεἰο τακτοποίησε τα σχετιζόµενα 
προβλήματα αρκετά προσεχτικά πέντε χρόνια αργότερα. Η εργασία του 
«Σχετικά µε τους απρόσιτους αριθμούς και τα σύνολα των περιοχών» ΄ 
έδωσε µία συγκροτημένη και χωρίς παράδοξα εικόνα της θεωρίας των 
συνόλων σε ένα τρίο 'Αποκαλυπτικών Θεωρημάτων’. Το µόνο 


πρόβλημα που παρέμεινε ήταν το «τί είναι σύνολο» Φυσικά εξαιτίας 





16 ζ ; , / 
Πρέπει να εννοεί «διατακτικό αριθµό» 

17 ς µ / , 
δεν κατέστη δυνατόν να αποδοθεί καλύτερα 
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αυτού. δε αδιαφορούµε για το υπόλοιπο της διάλεξης του ΗΙ]ροτί. 
Περιγράφει την εργασία του (Οαπίοί για να µας διαφωτίσει καλύτερα 
σχετικά µε τη φύση του απείρου και να µας προετοιμάσει για το τέλος 
της διάλεξης όπου ισχυρίζεται ότι το σύστημα που περιγράφει του 
επιτρέπει να λύσει την υπόθεση συνέχειας του Οαπίος 

Ἐν συνεχεία ο ἨΗΠδετί θρηνεί για τα προβλήµατα που εγγενώς 
σχετίζονται µε το άπειρο, Και διερωτάται «μπορεί η σκέψη να 
απομακρυνθεί τόσο πολύ απὀ την πραγματικότητα» Σε σχέση µε ό,τι 
συζητήθηκε προηγουμένως εκτενώς, η απάντηση πρέπει να είναι «ναυ). 
Τα µαθηµατικά εξελίχθηκαν απὀ πράγµατα όπως τα σχέδια των 
αιγυπτιακών κτιρίων όπου κομμάτια σχοινιών εξιδανικεύονταν σε 
γραμμές. Η ευκλείδεια επίπεδη γεωμετρία έχει τις ρίζες τῆς στο γεγονός 
ότι για τους καθημερινούς σκοπούς η Τη εἶναι επίπεδη. Τώρα ξέρουμε 
ότι η Τη είναι σφαιρική αλλά αυτό δε µας κάνει να αντικαταστήσουμε 
την ευκλείδεια γεωμετρία µε σφαιρική (ή ακόµα και σχεδόν σφαιρική) 
γεωμετρία. Ο τρόπος που σκεφτόμαστε για τον κόσµο διαφέρει άπειρα 
από τον τρόπο που όντως είναι Φτιαγμµένος. Το απλό γεγονός ότι η 
φυσική αποτελεί ένα δύσκολο αντικείµενο μαρτυρεί ακριβώς αυτό. Οι 
σύγχρονες απόψεις για τον κόσµο, βασισμένες στη μηχανική της 
σχετικότητας και στην κβαντική μηχανική, µας δείχνουν ότι η 
πραγματικότητα είναι πάρα πολύ δύσκολη για µας να την σκεφτούμε 
πόσο μάλλον να προσπαθήσουµε να την διαμορφώσουμε σε μαθηματικές 
σχέσεις. 

Συνεχίζει µε την ερώτηση «Μήπως η ουσιαστική επαγωγή µας 
προδίδει όταν εφαρµόζεται σε αληθινά πράγµατα ή γεγονότα» και 
απαντάει πως δεν µας προδίδει, αυτή η λογική µας εξαπατά µόνο όταν 
εφαρµόζεται σε αφηρημένες καταστάσεις που δημιουργήθηκαν 
απερίσκεπτα. Η λογική δεν µπορεί να µας φέρει σελάθος συμπεράσματα, 


η λογική είναι η επιστήµη των απαραίτητων συμπερασμάτων. Η λογική 
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φαίνεται να παράγει παράδοξα , όταν είµαστε απερίσκεπτοι µε τους 
αφηρηµένους ορισμούς µας. Το λάθος βρίσκεται στους ορισμούς και όχι 
στην λογική. 

Αυτό εἶναι ένα σηµείο ελάσσονος σηµασίας Και µε ευκολία 
συμφωνούμε µε τον ΗΙρετί όταν λέει πως η τόσο στενή προσήλωση σε 
αφηρηµένους ορισμούς συμφωνεί µε τη θεωρία ορισμένων φιλοσόφων... 
ενδεικτικώς του Καντ «....ἰα μαθηματικά ασχολούνται µε ένα 
αντικείµενο-ζήτημα, που δίνεται ανεξαρτήτως λογικής. Αυτό που 
ουσιαστικά λέει ο ἸΚαντ είναι ότι τα μαθηματικά συνίστανται από 
«συνθετικές α ΡτίοΠ κρίσεις»). Οι φιλόσοφοι ερμηνεύουν τις κρίσεις αυτές 
ως µη λογικές αλήθειες (συνθετικές), οι οποίες επίσης διαμορφώνονται 
ανεξάρτητα απὀ την εμπειρία (4 ΡρτίοΓ). Με άλλα λόγια στα μαθηματικά 
είμαστε λογικοί αλλά χρειαζόμαστε Κάτι για το οποίο να είµαστε λογικοί. 
Ἡ λογική µας για οτιδήποτε, είτε υλικό είτε αφηρημένο, είναι 
καλοδεχούμενη εάν όμως δεν δείξουμε ιδιαίτερη προσοχή στους 
αφηρµένους ορισμούς µας θα καταλήξουμε σε παράδοξα . Είναι 
ενδιαφέρον να σημειώσουμε πως ο αντ θεωρείται ο πατέρας του 
Ιντουϊσιονισμού, µιας μεθόδου σκέψης που διαφέρει απὀ το 
Φορμαλισμό κατά κάποιους σημαντικούς τρόπους, για παράδειγµα ο 
Ιντουϊσιονισμός απέρριψε τα Κλασσικά µαθηµατικά ως επιφανειακά 
ξεκάθαρα. 

Ο Ηπρετί συνεχίζει λέγοντας ότι εάν η λογική µας αιτιολογία µε 
αυτά τα συνθετικά αντικείμενα είναι βεβαία, πρέπει να μπορούμε να 
«δούμε κάθε άποψη αυτών των αντικειμένων.» Δεν είναι βέβαιο τι 
προσπαθεί να πει σε αυτό το σηµείο. Εάν μπορούμε να δούµε κάθε 
άποψη µιας μαθηματικής ενότητας, δεν υπάρχει λόγος να εφαρμόσουμε 
μαθηματικά σ᾿᾽ αυτή αφού οτιδήποτε για αυτή, θα είναι απὀ την πρώτη 
στιγµή ξεκάθαρο. Ίσως ο Ηι]θοτί εννοεί ότι η φύση ανεξάρτητων 


ενοτήτων πρέπει να είναι εντελώς ξεκάθαρη και όταν μελετούμε τις 


54 


σχέσεις μεταξύ τους αναφορικά µε άλλες εντελώς ξεκάθαρες ενότητες 
(σύνολα και λειτουργίες π.χ.) 

Ο επόμενος ισχυρισμός του είναι ότι «το αντικείµενο των 
μαθηματικών είναι...τα συγκεκριµένα σύμβολα αυτά καθ’ εαυτά». Στην 
άποψη αυτή αντανακλάται η ανωριµότητα των μαθηματικών της εποχής 
εκείνης. Η σύγχρονη άποψη των μαθηματικών βρίσκεται σε σχέση µετον 
ορισμό αληθείας του ΤατεΚί . Ποτέ δεν γράφουμε τις μαθηματικές µας 
ενότητες ". Βασικά ποτέ δεν τις γράψαμε, µόνο από τον ΤαιςΚί και µετά 
έχουµε όντως συνειδητοποιήσει τι «κάνουμε όταν εκτελούµε 
μαθηματικά. 

Εδώ βλέπουμε την ιδέα του ΗΠδοτί για τα μαθηματικά η οποία 
ήταν ιδιαίτερα έκδηλη στο «Φορμαλιστικό Πρόγραµµα του ΗΠροτυ. Σε 
αυτό απλώς γράφουμε τον τρόπο που συντάσσονται τα σύμβολα και 
διαβάζουμε σ᾿ αυτόν ό,τι θέλουμε. Αποδείξεις θα επιτυγχάνονταν µε το 
να μεταχειριστούµε τα σύμβολα κατά τέτοιο τρόπο που να μιμείται τον 
τρόπο που σκεφτόμαστε, αλλά χωρίς επίσηµα να σηµαίνει κάτι. Το 
θεώρημα του (ποεάεΙ κατατρόπωσε την ιδέα αυτή, αλλά το μήνυμα της 
διάλεξής ως σύνολο δεν επηρεάστηκε σοβαρά. Είναι ενδιαφέρον να 
σημειώσουμε ότι ο Ηοπτί Ροίπσατε (π. 1912) πάντα διατεινόταν πως η 
μαθηματική σκέψη πρέπει πάντα να συμπεριελάμβανε α ρτίοτί σκέψη η 


οποία δεν συνίσταται σε αυστηρά λογικούς νόμους. 


Ἡ επόμενη παράγραφος µιλά για το ρόλο της θεωρίας του 
διατακτικού αριθμού στα µαθηµατικά ὡς σύνολο. Διατείνεται πως η 
θεωρία αυτή «μπορεί να κατασκευαστεί από αριθμητικές διατάξεις µέσα 
από διαισθητικούς οὐσιώδεις συλλογισμούς)». Ἐπιστρέφουμε στον 
πραγµατικό κόσµο πάλι, αυτή τη φορά πιο δικαιολογημένα. Μέχρι 


σήµερα ξέρουμε ότι τρία μολύβια είναι τρία μολύβια, παρά τις θεωρίες 
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του δοποεάίπςσοεί και του ΕΙπείείη. Ἐδώ η λογική συμπίπτει µε την 
πραγµατικότα που αντιλαμβανόμαστε και γι αυτό δεν προκύπτουν 
παράδοξα. 

Συνεχίζει δηλώνοντας πως τα µαθηµατικά «σίγουρα δεν 
συνίστανται µόνο σε αριθμητικές εξισώσεις», πράγµα το οποίο πρέπει να 
είναι αλήθεια. Κανείς ποτέ δεν θα αναγκάσει τους μαθηματικούς να 
εγκαταλείψουν τη γεωμετρία και την ανάλυση επειδή δεν είναι 
«πραγματικές». Κατά κάποιο τρόπο χρειαζόμαστε να δικαιολογούµε την 
εισαγωγή πραγμάτων πέρα απ᾿ την πραγματικότητα στα μαθηματικά, 
αλλά φοβόμαστε μήπως προκύψουν παράδοξα. 

Ο ΗΠδοτί επιχειρεί να σώσει την κατάσταση υποδεικνύοντας ότι τα 
μαθηματικά θα μπορούσαν να είναι «μια συσκευή η οποία όταν θα 
εφαρµόζεται σε ακέραιους θα δίνει σωστές αριθμητικές εξισώσεις.» Αυτό 
δεν µας βοηθάει ιδιαίτερα. Μεγάλο τµήµα των μαθηματικών οὔτε κατ᾽ 
υποψίαν δεν επεξεργάζεται ὡς διακριτό. Οι αμέτρητες άπειρες οµάδες για 
παράδειγµα. Είναι ξεκάθαρο «ὠστόσο τι τα µαθηµατικά µας 


αποτελέσµατα πρέπει να είναι σωστά όταν τα εφαρμόζουμε σε ακέραιους 


Ο ΗΠοετί συνεχίζει υποστηρίζοντας πως το πρόβλημά µας είναι να 
φροντίσουμε να έχουµε πάντα σωστές εξισώσεις και πως αυτό πρέπει να 
το επιτυγχάνουµε χρησιμοποιώντας µόνο πεπερασµένες μεθόδους. 
Ισχυρίζεται πως αυτό έχει γίνει. Δέκα χρόνια αργότερα ο ΤατςΚί απέδειξε 
πως η αλήθεια στην αριθμητική δεν µπορεί να οριστεί µε αριθμητική. 
Ενώ αυτό δεν αποτελεί αντίστροφη πρόταση στον ισχυρισμό του ΗΠρετί, 
σίγουρα προκαλεί αμφιβολίες. 

Ἡ διάλεξη συνεχίζει να εξετάζει την θεωρία των αριθμών µε 
μεγαλύτερη λεπτομέρεια και εισάγει µία ειδική «πεπερασμένη 


μεταβλητή», ένα γοτθικὀ γράμμα που αντιπροσωπεύει έναν Και µόνο 





ΙδΊσως εδώ να µην είναι επιτυχής η απόδοση. 
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έναν ακέραιο κάθε φορά, κάτι σαν την «ελέυθερη μεταβλητή» της 
επίσημης γλώσσας. Δίνεται ένα απλό παράδειγµα µίας µη πεπερασµένης 
προθέσεως: «εκεί υπάρχει ένας πρώτος μεγαλύτερος από Ρ)». Δεν είναι 
πεπερασµένος επειδή διεκδικεί κάτι ακέραιο µέσα στον άπειρο αριθµό 
των ακεραίων που είναι μεγαλύτεροι του Ρρ. Ἡ δήλωση «υπάρχει ένας 
πρώτος ανάµεσα απὀ τον Ρ και τον ΡΙΓ1» είναι σωστή. εμπεριέχει µόνο 
έναν πεπερασμένο αριθµό των ακεραίων. Αυτή η κίνηση προς το άπειρο 
ισχυρίζεται πως «δεν είναι περισσότερο επιτρεπόµενη απὀ την επέκταση 
των πεπερασμένων και άπειρων προϊόντων στο λογισμό. Συνεπώς τέτοιες 
δηλώσεις συνήθως ολισθαίνουν σε κάτι µη σκόπιμο. Ο Ροίποατε είχε 
παρόμοιους ενδοιασμούς για τέτοια λογικά προϊόντα. 

Έχω ήδη εκφράσει την άποψη µου γι’ αυτό, πιστεύω ότι δεν είναι 
µία αρκετά καλή δικαιολογία ώστε να προσπαθήσουμε να επινοήσουµε 
ένα καινούργιο τρόπο µαθηµατικής σκέψης. Ωστόσο ποτέ καμία αιτία 
δεν είναι αρκετά καλή για να µην εξετάζουμε έναν τµήµα των 
μαθηματικών. Στη χειρότερη περίπτωση θα βεβαιωθούµε ότι δεν υπήρχε 
λόγος να ασχοληθούμε. 

Έπειτα εξετάζεται η ακριβής φύση της πεπερασµένης λογικής. Οι 
δισταγµοί µας για τον υπαρξιακό ποσοτικό προσδιορισμό σε σχέση µε 
ένα άπειρο χώρο µας εμποδίζει να αρνηθούµε σχέσεις τέτοιες όπως 
α]Ξ]--α. Έτσι υποθέτοντας {δίίαπα ποπ ἀαίμπι (κάθε δήλωση είναι είτε 
σωστή είτε λάθος, µια υπόθεση που ουσιαστικά αρνήθηκαν οι 
υποστηρικτές του Ιντουϊσιονισμού ), ὃεν μπορούμε να πούμε ότι η σχέση 
ισχύει για κάθε αριθµό ούτε μπορούμε να πούμε ότι υπάρχει παράδειγµα 


ως αντίποδας. 


Αυτή είναι σαφώς µια έντονα µη ικανοποιητική κατάσταση πραγμάτων. 
Οι λογικοί µας νόμοι θα γίνουν ιδιαίτερα περίπλοκοι και πλήρως 


αφύσικοι. Οι μαθηματικοί δεν θα σταματήσουν να αρνούνται τις γενικές 
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δηλώσεις, να έχουν εν μέρει κρίσεις (τέτοιες όπως «υπάρχει ένας πρώτος 
μεγαλύτερος από ϱ») ή να υποθέτουν {θίγίαπα ποπ ἀαίμπῃ. 

Έτσι ο ΗΗδοτί αποφαίνεται ότι ίσως υπάρξει πρόβλημα µε αυτού 
του τύπου τις σχέσεις αλλά ο κόσμος θα συνεχίσει να τις χρησιμοποιεί, οι 
μαθηματικοί δεν θα κινούνται εύκολα χωρίς αυτές και έτσι κάπως πρέπει 
να τις διατηρήσουμε. Εκ πρώτης όψεως αυτό ίσως φαίνεται παράλογο. 
Δεν έχουµε πάντα ὀ,τι θέλουμε στα µαθηµατικάἀ, το ακλόνητο 
οικοδόµηµα, το τελευταίο φρούριο της αλήθειας. Δεν μπορούμε να 
κάνουμε κάτι αληθινό µόνο και µόνο επειδή έτσι θέλουμε. 

Συνειδητοποιούµε έτσι πως δεν υπάρχει διαφωνία. Στα σύγχρονα 
μαθηματικά είμαστε απόλυτα ελεύθεροι να κάνουμε ό,τι θέλουμε µε 
μόνη προὐπόθεση πως ό,τι κάνουμε είναι συνεπές και έχει τουλάχιστον 
ένα πρὀτυπο. Αυτή η συνειδητοποίηση είχε διαμορφωθεί κατά το ήμισυ 
την εποχή που ο ἨΗΠρετί έδωσε τη διάλεξή του. Βρισκόμαστε σε 
κατάσταση όμοια µε αυτή του λογισμού του απειροστούὐ πριν τον 
ἸΜεἰοιςίταιςς. Θέλαμε απελπισµένα να διαιρέσουµε µε το μηδέν και 
προσποιούµασταν ότι ο απειροστικός λογισμός δεν επινοήθηκε γι’ αυτό. 
Ο απειροστικός λογισμός δεν ήταν συνεπής µε ό,τι δη είχε κατατεθεί 
και γι’ αυτό έπρεπε να εγκαταλειφθεί χάριν της ιδέας του «ορίου»,που 
συνιστά έναν πραγματικά συνεπή τρόπο να κάνουμε κατ’ ουσίαν το ίδιο 
πράγμα. 

Ο ἨΗπρετί λύνει το πρόβλημα µε το να Κάνει κάτι παρόμοιο µε 
αυτό: χρησιμοποιεί τα «αδανικά στοιχεία». Δεν υπεισέρχεται σε καμία 
λεπτομέρεια για την κατασκευή τῶν ιδανικών δηλώσεων, αλλά µας λέει 
ότι ουσιαστικά βρίσκονται γύρω µας, είναι ο τρόπος που εξ αρχής 
κάνουμε μαθηματικά γιατί είναι απλώς κοινές μεταβλητές ὀπωςτοχ, το α 
και το Ὁ. Με την πεπερασμένη έννοια ένα γοτθικό γράμμα 
αντιπροσώπευε έναν µόνο αριθµό. Κατά τη δική µας καινούργια ιδανική 


έννοια τα ρωμαϊκά γράμματα σε µία σχέση μπορούν να αντικατασταθούν 
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από οποιουσδήποτε αριθμούς και να δίνουν µία λογική ιδιότητα µε 
νόημα. Έχουμε τώρα δύο ειδών ιδιότητες τις πεπερασµένες που έχουν 
ένα πραγµατικό νόηµα καιτις περισσότερο ασαφείς ιδανικές. 

Ὑπάρχει όντως διαφορά ανάµεσα στα δύο αυτά είδη μεταβλητών; 
Φαίνεται σαν να λέμε το ίδιο πράγµα µε δύο διαφορετικούς τρόπους. Οι 
γότθικες μεταβλητές µας επιτρέπουν να βάζουμε έναν αριθµό τη φορά. Η 
ακριβής φύση αυτών των ρωμαϊκών μεταβλητών δεν έχει ξεκαθαριστεί. 
Ο Ηιροτί φαίνεται να τις περιγράφει σαν ένα είδος µπαλαντέρ. Το 
γεγονός ότι δηλώνει πως οι σχέσεις που περιλαμβάνουν τέτοιες 
μεταβλητές δεν «σημαίνουν δεν έχουν καμία αξία) δεν βοηθάει την 
κατάσταση. 

Ο Ηι]οοτί δεν δηλώνει µε ακρίβεια τι ακριβώς είναι αυτοί οι 
αριθμοί, αλλά φαίνεται να τους χρησιμοποιεί για να αντιπροσωπεύουν 
την άπειρη σύνδεση των 'γοτθικών᾽ μεταβλητών. Έτσι δεν τους 
επιτρέπουµε να σημαίνουν τίποτα καθώς σύμφωνα µε τη μαθηματική 
λογική απορρίπτουµε τις άπειρες συνδέσεις. Τους περιγράφει λοιπόν ως 
«ιδανικές σχέσεις», σχέσεις τις οποίες θα θέλαμε να δημιουργήσουμε 
αλλά δεν μπορούμε, όπως ακριβώς θα θέλαµε να υπήρχεη ν-Ι. 

Έπειτα ο Ηιῆοτί µας δίνει τα σύμβολα που έχει επιλέξει να 
χρησιμοποιεί Ύια τον λογικό λογισμό, µε την επιβεβαίώση ὁτι 
λειτουργούν ακριβώς όπως η πεπερασμένη λογική. Αυτό είναι ένα 
ευχάριστο αποτέλεσµα, αλλά δημιουργεί αμφιβολίες για τη σημασία 
συνέχισης ολόκληρης της ἀσκησης. Έχει αποδειχθεί ότι το να κάνουμε 
λογικό λογισμό βάσει των ιδανικών σχέσεων δεν διαφέρει καθόλου από 
το να κάνουµε λογικό λογισμό βάσει των πεπερασμένων σχέσεων, οι 
φόβοι µας για υπαρξιακό ποσοτικό προσδιορισμό επί ἀάπειρων χώρων 
ήταν αβάσιµοι και μπορούμε να συνεχίσουμε όπως πριν. Είναι σαν να 


είμαστε δύσπιστοι για την πρόσθεση των λογικών ως προέκταση της 
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πρόσθεσης των ακεραίων. Βρίσκουμε ότι και οι δύο είναι απόλυτα 
συμβιβάσιµοι και έτσι παύουµε να τους διαχωρίζουµε. 

Έπειτα περιγράφεται ο ρόλος του λογισμού µας για τις ιδανικές 
σχέσεις στο Φορμαλιστικό Πρόγραμμα του ΗΠροπ. Ο ΗΠροτί προτείνει 
να αρνηθούµε τη φόρμουλά µας για οποιαδήποτε 'επίσημη᾽ σημασία και 
να αντικαταστήσουμε αυτό που αποκαλεί «ουσιώδη επαγωγή» µε 
επίσηµους κανόνες για τη σημασιολογία. Τολµάει ακόµα να περιγράψει 
την «ουσιώδη επαγωγή» ως αφελή. Αυτός ήταν πραγματικά ένας ευφυής 
τρόπος σκέψης, ο (οάς| όµως έδειξε ότι µια τέτοια προσέγγιση δεν θα 
μπορούσε ποτέ να µας δώσει όλεςτις αλήθειες για ένα σύστημα. 

Ο Ηιροτί συνεχίζει δίνοντας σε γενικές γραμμές τη φόρμα της 
απόδειξης στο νέο µας λογικό περιβάλλον. Δίνονται αξιώματα εκ των 
οποίων τα πιο σηµαντικά είναι τα «παρα-πεπερασμένα αξιώματα». Αυτά 
περιγράφουν τη συμπεριφορά των υπαρξιακών και γενικών ποσοτικών 
προσδιοριστών σε όλους τους χώρους και ιδιαίτρα στους άπειρους 
χώρους. Η απόφαση ἨΗτ[ροτί πως οι νόμοι αυτοί (οι νόμοι του Ώςε 
Μοτραη) δεν ήταν ξεκάθαροι για την περίπτωση του απείρου ήταν η αιτία 
αυτής της διάλεξης. Στην περίπτωση του πεπερασµένου, τέτοια αξιώματα 
δεν είναι απαραίτητα καθώς οι νόμοι του Ώε Μοτραη είναι δυνατό να 
προέρχονται από τους ορισμούς λογικών προϊόντων και τα άλλα 
αξιώματα. Αυτό σηματοδοτεί ένα κρίσιμο βήμα. Ο Ηιβροετ δεν 
ικανοποιείται απὀ την εφαρµογή των νόμων του Ώο Μοιραη για το 
άπειρο και απλώς επιλέγει να διατυπώσει µε λογικά αξιώματα ποιό θα 
έπρεπε να είναι το ξεκάθαρο αποτέλεσµα. Ισχυρίζεται πως αυτά τα 
αξιώματα μπορούμε να τα αντλήσουµε από το περιβόητο Αξίωμα Της 
Επιλογής. 

Τα μοντέρνα μαθηματικά επιλέγουν να αποδεχθεί το αξίωμα της 
επιλογής, και ο φευγαλέος µας εφιάλτης ότι πρόκειται για πεπερασμένη 


λογική σίγουρα ενθαρρύνει (χωρίς όµως να δικαιολογεί) µια τέτοια 
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άποψη. Είναι δυνατό το αξίωμα αυτό µια µέρα να οδηγήσει σε ποικίλους 
παραλογισμούς σαν αυτούς που εντοπίστηκαν στη λογική της απειροστής 
ανάλυσης; Δεν μπορούμε να αποκλείσουµε εντελώς µια τέτοια 
περίπτωση, αλλά φαίνεται απίθανη και αν δεν εμφανιστούν τέτοια 
προβλήματα καλά θα κάνουμε να εμπιστευόµαστε τη λειτουργία της 


άπειρης λογικής. 


Τα υπόλοιπα αξιώματα είναι απλώς οι συνήθεις νόμοι της λογικής στους 
οποίους δεν χρειάζεται να εξετάσουμε την εσωτερική δοµή των λογικών 
προτάσεων. Δεδομένου ότι δεχόμαστε ἰετήππ ποτ ἀαίατ, θα ήταν πολύ 


δύσκολο να βρούμε κάποιο λάθος σε όλα αυτά. 


Ο ΗΠδοτί έπειτα µας οδηγεί στην απόδειξη της συνέπειας δηλώνοντας ότι 
µια απαραίτητη προὐπόθεση για την εισαγωγή στις ιδανικές σχέσεις είναι 
το ότι «....ἠ προέκταση δεν προκαλεί την εμφάνιση αντιθέσεων στον 
παλιό μικρότερο χώρο...» Δεν αναφέρει ότι είναι επίσης απαραίτητο ο 
μεγαλύτερος χώρος να µην πάσχει από έλλειψη συνοχής(όσον αφορά τη 
σύστασή του). Ένα οποιοδήποτε µη συνεπές σύστημα δεν αφορά τα 
μαθηματικά. Θα μπορούσε να σκεφτεί κάποιος ότι αυτό ήταν µια 
παράλειψη, µια παραδροµή και όχι ένα λάθος. Μια πιο σοβαρή όμως 
παράλειψη του Ηιρετί είναι ότι δεν αναφέρει εάν Κάποιο μοντέλο θα 
ικανοποιήσει τα καινούργια µας αξιώματα. Φαίνεται αυτονόητο ότι 
οποιοδήποτε σύστημα που εμπεριέχει πεπερασμένα πολλά στοιχεία θα 
ανταποκρίνεται στα αξιώματα όµως ένα τόσο σηµαντικό ζήτημα θα 


έπρεπε να αναφερθεί. 


Ισχυρίζεται ότι για να αποδείξουµε τη συνέπεια του αξιώματος «πρέπει 
απλώς να αποδείξουμε ότι δεν ισχύει το 1 «1». Στην πραγματικότητα 


αυτό εἶναι η αντιστροφή τῆς πρότασης «η ισχύς του | -ε1 υποδεικνύει ότι 
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το σύστημα είναι ασυνεπέο)». Ο ἨΗήβρετί προτείνει να το κάνει αυτό 
επίσηµα και έτσι δημιουργείται πρόβλημα, η αβρότητα του (οάεΙ. Η 
ασυνόπεια του θεωρήματος του δηλώνει ότι δεν μπορούμε να 
αποδείξουµε όλες τις αλήθειες σε ένα σύστημα δεύτερης τάξης µε 
επίσηµα(;) µέσα. Έτσι δεν μπορούμε να παράγουµε µία επίσημη 
απόδειξη του ότι δεν μπορούμε να αποδείξουµε ότι 1Ξ] σε αυτό το 
σύστηµα. Ίσως µπορέσουµε να το κάνουμε, αλλά δεν µπορεί να θεωρηθεί 
αξιόπιστος τρόπος ελέγχου τῆς συνέπειας. 

Περιχαρής, ὠστόσο, ο ΗΙρετί µας πληροφορεί ότι µια τέτοια 
απόδειξη είναι πιθανή Και επομένως τα αξιώματα πρέπει να είναι συνεπή. 
Επίσης ισχυρίζεται πως αυτό δείχνει ότι τα αριθμητικά αξιώματα είναι 
συνεπή το οποίο είναι όντως πολύ καθησυχαστικόὀ. Τελειώνει τη διάλεξη 
µε τον ισχυρισμό ότι η νέα θεωρία του µας δίνει τη δυνατότητα να 
αποδείξουµε την Ὑπόθεση της Συνέχειας του (Πίο. Μία υποσηµείωση 
ωστόσο, δείχνει ότι απλώς σκιαγράφησε τη λύση χωρίς ποτέ να φτάσει 
στην απόδειξη. Είναι απίθανο η λύση του να είναι έγκυρη από τη στιγµή 


που αποδείχθηκε η Ὑπόθεση της Συνέχειαςτο 19... 


Ό,τι είδαμε είναι µέρος της ανάπτυξης του  Φορμαλιστικού 
Προγράµµατος του ΗΙ]θοτί το οποίο είχε δεχθεί κριτικές και πριν ο (αοάοἱ 
αποδείξει ότι είναι ουσιαστικά περιορισμένο. Πρώτος ανάµεσα στους 
επικριτές του ήταν ο ιδρυτής του Ιντουϊσιονισμού ἈΒτοιννατ. Αυτός 
πίστευε πως βλέποντας το πεπερασμένο περιοριζόµαστε στην 
συγκεκριμένη αντίληψη των πραγμάτων και δεν μπορούμε να 
αντιμετωπίσουμε την αφηρημένη αντίληψη τους. Επιπλέον µας εμποδίζει 
να ασχοληθούμε µε την δημιουργική ανάπτυξη των μαθηματικών. Αυτές 
οι ενστάσεις συμπίπτουν µε τη σύγχρονη άποψη των μαθηματικών. 
Ωστόσο η αρχική ένσταση του Βτοιννει ήταν πως η συνέπεια δεν είναι 


επαρκές επιχείρηµα για την υιοθέτηση ενός συνόλου αξιωμάτων. Πρέπει 
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να αντιλαμβανόμαστε καθαρά και διαισθητικά τα σύμβολα που ενέχονται 
κάθε φορά και να χρησιμοποιούμε τη διαίσθησή µας για να 
αιτιολογήσουµε. 

Σύµφωνα µε τη σύγχρονη άποψη των μαθηματικών ὀντως η 
συνέπεια δε θεωρείται µία επαρκής αιτιολόγηση για την υιοθέτηση ενός 
συνόλου αξιωμάτων. Αυτό συμβαίνει εξαιτίας αυτού που ονομάζουμε 
ιδιότητα της κατηγορίας. Όχι µόνο πρέπει να έχουµε ένα συνεπές σύνολο 
αξιωμάτων αλλά πρέπει επίσης να υπάρχει τουλάχιστον ένα μοντέλο για 
αυτά, διαφορετικά είναι άσχετα µε την όλη λογική των μαθηματικών. 
Και έτσι παραμένει στις βάσεις των μαθηματικών το πρόβλημα του 
αποκλεισμού συνεπών αξιωματικών συστηµάτων που δεν έχουν κανένα 
μοντέλο. 

Ἡ ιδιότητα της κατηγορίας είναι επίσης σχετική µε το 
φορμαλιστικό σύστηµα στο σύνολό του. Εάν απορρίψουµε ένα σύμβολο 
«επίσημης» σημασίας έχουμε τη δυνατότητα να το ερμηνεύσουµε µε 
πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Ένα καλό παράδειγµα είναι η θεωρία 
των οµάδων για την οποία υπάρχει µια πλούσια και διαφορετική 
συλλογή κατάλληλων μοντέλων /ομάδων . 

Για να συνοψίσουµε, φαίνεται λογικό να αποδεχθούµε τη µη- 
ύπαρξη ενός φυσικού απείρου ὡς αξίωμα. Τα προβλήματα που 
προκύπτουν ανάµεσα στη φύση και τα μαθηματικά προκύπτουν επειδή η 
διαισθητική µας αντίληψη για τη φύση απὀ την οποία εξελίχθηκαν τα 
μαθηματικά έχει τεράστια διαφορά απ᾿ την πραγματικότητα. 
Εξετάζοντας τα πιθανά προβληματικά θέµατα του υπαρξιακού ποσοτικού 
προσδιορισμού στις άπειρες περιοχές, βρίσκουμε πως, αν δεχθούμε το 
αξίωμα της επιλογής, έχουµε τη δυνατότητα να διαφυλάξουµε τα 
«προφανή» αποτελέσµατα και να διατηρήσουμε τη συνέπεια χωρίς 


τροποποιήσεις στο λογικό λογισμό, πετυχαίνοντας έτσι µια διαυγή λύση 
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του προβλήματος. Άσχετα µε το αν ο ποσοτικός προσδιορισμός είναι 


πρόβλημα ή όχι εµείς έχουµε τη λύση-για παν ενδεχόμενο. 


6. Το πρόγραµµα του 1. ΗΙβογί 


Ο ΗΠῦοπί , είχε µια ολοκληρωμένη άποψη για την θεμελίωση των 
μαθηματικών. Αρχικά επικέντρωσε την προσοχή του στην θεμελίωση της 
Γεωμετρίας . Στην συνέχεια αντιμετώπισε το πρόβλημα θεμελίωσης των 
φυσικών και πραγματικών αριθμών. Θεώρησε μάλιστα, ότι µετις 
δυνατότητες που διενοίγοντο µετις θεμελιώσεις των τοµών Ὠοάεκίπά και 
κατασκευής του (απΠίος., το πρόβλημα της ύπαρξης των πραγματικών 
αριθμών, είναι ισοδύναμο µε την µη αντιφατικότητα του αξιωματικού 
συστήµατος που θεμελιώνει τους πραγματικούς αριθμούς. 

Αλλά. µε δεδομένη και την κριτική του Βτουννετ, ο Ηδοτί, θεώρησε, 
ότι απαιτείται µια συνολική και τελική αντιμετώπιση της θεμελίωσης των 
μαθηματικών. 

Το κείµενο της ομιλίας του ΗΠδοτί «Για το άπειρο» πρέπει ίσως να 
θεωρηθεί ὡς το σημαντικότερο της δεκαετίας του 1920”. Ο Ηῆδοιε, 
διατυπώνει το περατοκρατικό (ΠπΙ{1ςπι) πρόγραµµα, θεμελίωσης των 
μαθηματικών , το οποίο αποκλείνει από τον παλαιότερο φορμαλισμµό, σε 
σχέση µε την αλήθεια και την σημασιολογία των μαθηματικών. 

Το πρόγραµµα αυτό προέτεινε λύσεις στα προβλήματα θεμελίωσης των 


μαθηματικών, ενσωματώνοντας σε αυτό κάποιες ιντουϊσιονιστικές 





| «Μαθηματικός Ρεαλισμός» Γεώργιος Ρουσόπουλος -Ἑκδόσεις Γράμματα, ΑΘΗΝΑ 1999 σελ. 75 
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απόψεις, τις οποίες ο Ηδοτί , θεωρεί γόνιµες για τα κλασικά 
μαθηματικά. Ἡ υποδοχή αυτών των λύσεων, υπήρξε γενικά 
ενθουσιώδης, ακόµα κι απὀ συμπαθούντες του ιντουϊσιονιστικού 
προγράµµατος, όπωςο Μεν]. 

Ο Ηήδοτί, για την επιτυχία του προγράμματός του καταβάλει το 
τίµηµα . αφού εγκαταλείπει χαρακτηριστικές θέσεις του φορμαλισμού. 
Παρ’ ότι φάνηκε να αποτυγχάνει το πρόγραµµα του ΗΠδετί λόγω της 
εύρεσης του θεωρήματος της µη πληρότητας του (οοεάεΙ (1931). παρ᾽ 
όλα ταύτα, το πλούσιο σε φιλοσοφικό υπόβαθρο ., αυτό πρόγραµµα δεν 
έχει έως σήµερα εγκαταλειφθεί. Έπρεπε να υπερβληθούν οι περιορισμοί 
στο πλαίσιο της Λογικίστικης αντίληψης του Ετοδε καιτων παραδόξων 
του ΕυΥςςεΙΙ, αλλά και οι κριτικές των Ροίποατο και Βτουννετ. 

Δεσπόζουσα θέση στο πρόγραµµα του ΗΠδοτί , έχει η µελέτη της 
έννοιας του απείρου. το οποίο πρέπει κατά κάποιο τρόπο να «δαμαστεῦ 
ο λόγω του ότι εμπλέκεται στοὺς στοιχειώδης τύπους της Αριθµητικής, 
την Συνολοθεωρία και την πρωτοβάθμια κατηγορηµατική λογική. Το 
άπειρο θα πρέπει να εξοβελιστεί απὀ τα μαθηματικά και απὀ την φύση, 
αφού, όπως λέει κι ο ίδιος ο ΗΙθοτί, «Το σύμπαν είναι πεπερασμένο 
κατά δύο έννοιες .και κατά όσον αφορά το απείρως μικρό και κατά όσον 
αφορά το απείρως µεγάλο». 
Η ιδέα του Ηιρετί είναι τότε να μελετήσουμε τον τρόπο ἐμφάνισης του 
απείρου στα µαθηµατικά και στη συνέχεια να επιχειρήσουμε να 
αναγάγουµε την περιοχή όπου αυτό εμφανίζεται σε µια πιο στενή 
(Περιορισµένη περιοχή), στην οποία δεν Θα εμφανίζεται πλέον. Αν 
καταφέρουμε να προσδιορίσουμε µια περιορισμένη περιοχή όπου το 
άπειρο δεν έχει θέση, τότε τα μαθηματικά µπορεί να προκύψουν «ὡς 
μετριοπαθής επέκταση τῆς περιορισμένης περιοχής. Έτσι διατυπὠµένο το 


πρόγραµµα ἨΗτ]ρετί απαιτεί τον καθορισμό της περιορισμένης περιοχής 
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και της μεθόδου αναγωγής της ευρύτερης περιοχής στην περιορισμένη 
περιοχή. (Εεσπκ 1950, 86) 

Ἡ περιορισμένη περιοχή χαρακτηρίζεται απὀ το γεγονός ότι τα 
αντικείµενά της είναι “γνήσια”. µαθηµατικά αντικείµενα. Πρόκειται για 
εξω-λογικά αριθμητικά σύμβολα τα οποία καθ’ εαυτά δεν έχουν κανένα 
νόημα. Τα μαθηματικά αντικείµενα δεν είναι ατοµικά δημιουργήματα της 
φαντασίας µας, αλλά ούτε λογικές κατασκευές: είναι συμβολικά αλλά 
συγκεκριµένα αντικείμενα. Πρόκειται για πεπερασµένες ακολουθίες 
οµοειδών στοιχείων, όπως, λ.χ., 111...Π1. 

Για αυτά τα αντικείµενα υποτίθεται ότι µας δίδεται ένα «συντακτικό» 
µε βάση το οποίο σχηματίζουµε προτάσεις µε πλήρες νόημα. Δεν έχει 
σημασία αν μιλούµε για διαδοχή μονάδων («1») ή αστερίσκων («Ἀ)) στο 
βαθµό που πρὀκειται για πεπερασμένη διαδοχή (ομοειδών) συμβόλων τα 
οποία συντάσσονται και µμµετασχηµατίζονται κατόπιν µε βάση 
καθορισµένους κανόνες. Ακόμη. αυτό που ενδιαφέρει τον ΗΠδρετί δεν 
εἶναι η οντολογική τους συγκρότηση αλλά η γνωσιοθεωρητική µας 
πρόσβαση σ᾿ αυτά: τα μαθηματικά αντικείμενα αναγνωρίζονται αμέσως 
από τα υποκείμενα. 

Οι συμβολικές αυτές οντότητες αρχικά δηλώνονται ως 

Ε11 111. ΗΤΤ1..... 
και στη συνέχεια συντομογραφούνται ως 


κ ν 


Η πρόταση 


25 


μας πληροφορεί ότι η ακολουθία που παριστάνεται µε το σύμβολο «3» 


είναι κοντύτερη απὀ την ακολουθία που παριστάνεται µε το σύμβολο 





3 Τ,Ρουσόπουλος 1999, 76 
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«5». Η περιορισμένη περιοχή έτσι εμπλουτίζεται µε βάση τις βασικές 
αυτές οντότητες και τα διαισθητικά αποτελέσµατα που προκύπτουν από 


τους συνδυασμούς αυτών των οντοτήτων. 


Ακόμη, ο ΗΠροτί θεωρεί ότι η άκριτη χρησιμοποίηση διαισθητικών 
μεθόδων θα µας οδηγήσει στα γνωστά παράδοξα. Επιπλέον, η 
περιορισμένη πρακτική που έτσι εγκαθιδρύεται χαρακτηρίζεται από 
δυσκαμψία και πολυπλοκότητα στους λογικούς νόμους. Ἡ λύση που 
προτείνεται είναι να αντιμετωπίσουμε αυτά τα προβλήματα µε τη 
βοήθεια ιδεατών στοιχείων (1άθαί οἰεπιεπίς) που πρέπει να προστεθούν 
στην περιορισμένη περιοχή. κατ᾽ αντιστοιχία µε την εισαγωγή, λ.χ.,. του 
φανταστικού αριθμού 1 στο σώμα των πραγματικών αριθμών για την 
επίλυση της εξίσωσης 


χΕΙΞ0 

Η ζητούµενη επέκταση της περιορισμένης περιοχής δεν πρέπει βέβαια 
να προκαλεί αντιφάσεις στην περιορισμένη περιοχή. Έτσι, λ.χ.. ο τύπος, 
που αναφέρεται ὡς αντιµεταθετικός νόμος των φυσικών αριθμών και. 
εκφράζεται υπό την µορφή: 
(1) αἲρξῦυ-α, θα έπρεπε κανονικά να εκφραστεί ως: 


(2). (ω(ο(αρσοα 


οπότε η ἐμφάνιση των καθολικών ποσοδεικτών θα τον καθιστούσε 


«ύποπτο» (είναι µη πραγματικός, ιδεατός τύπος) στο πλαίσιο της 


περιορισμένης περιοχής. 
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Αν όµως γράψουμε τον τύπο (1) ὡς «πραγµατικό» τύπο, τότε 
γράφουμε: 
0) (α{β-βτα), 


με τον οποίο εννοούμε µια συντομογραφία της πρότασης: 


ο τύπος «ατβξβγα» 
(4) µας δίνει µια αληθή πρόταση όταν αντικαταστήσουμε τα α, β µε 


συγκεκριμένους αριθμούς, όπως, λ.χ. «9 32532». 


Η τεχνική αυτή αποσκοπεί στο να συμπληρώσουµε την περιορισμένη 
περιοχή µε ιδεατό στοιχεία, η οποία ειδάλλως θα παρέμενε φτωχή και 
άγονη ως μαθηματική περιοχή. ἩΗ τυποποίηση των μαθηματικών 
αποδείξεων, η δυνατότητα εγγραφής και αναπαράστασής τους στην 
περιορισμένη περιοχή είναι αναγκαία. Έτσι, η έννοια και λειτουργία της 
απόδειξης γίνεται το πιο κρίσιμο σηµείο του όλου προγράµµατος. Μια 
απόδειξη µέσω της τυποποίησης γίνεται ένα ευκρινές, συγκεκριµένο 
αντικείµενο, όπως ένα αριθμητικό σύμβολο άµεσα δοσµένο στην 
εποπτεία µας. 


Το πρόγραµµα του Η]ροτί τώρα παίρνειτης εξής µορφή: 


Να αποδειχτεί στην περιορισμένη περιοχή ότι κάθε απόδειξη µιας 
πρότασης που χρησιμοποιεί την ιδεατή περιοχή µπορεί να 
αντικατασταθεί απὀ µια απόδειξη που χρησιμοποιεί στοιχεία απο- 


Κλειστικά της περιορισμένης περιοχής. 


Έτσι, η απόδειξη. λ.χ.. της πρότασης «2 Χ2΄-2» θα μπορούσε να γίνει 


εὔκολα µε τη βοήθεια της ιδεατής πρότασης «ν Χνη-ν ὃν (µε ή χωρίς 





3) προφανώς, Ψα Ξ(α) 
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ποσοδείκτες). Ἐν τούτοις, μπορούμε να καταφύγουµε στον υπολογισμό 
του αποτελέσματος 2 Χ2’ και 2’ χωριστά, και να βεβαιώσουμε ότι 
πρόκειται για τα ἴδια εξαγόµενα (περατοκρατική απόδειξη). Το ζήτημα 
ασφαλώς δεν είναι να καταφεύγουµε στους υπολογισμούς που κάθε φορά 
χρειαζόμαστε, αποδεικνύοντας έτσι συγκεκριμένες προτάσεις, αλλά να 
μελετήσουμε γενικότερες μεθόδους απὀδειξης. Αυτές οι μέθοδοι δεν 
εἶναι παρά κατασκευαστικές μέθοδοι που προκύπτουν από τον 
περατοκρατικὀ, συνδυαστικό χαρακτήρα των συμβόλων τῆς 
περιορισμένης περιοχής, παρέχοντας έτσι πραγματικές αποδείξεις. Ἡ 
άποψη αυτή διατυπώνεται µε ιδιαίτερη σαφήνεια απὀ τον νοι ΝΘΙΠΠΒΠΗ, 
σύμφωνα µε τον οποίο οι κατασκευαστικές μέθοδοι εμφανίζονται ακόµα 
και σε εκείνα τα µέρη των μαθηματικών όπου το περιεχόμενό τους δεν 
είναι κατασκευαστικό. Οι κατασκευαστικές μέθοδοι είναι όµως εμφανείς 
στα επιµέρους βήματα που ακολουθεί η (κλασική) απὀδειξη. Ο νο 
ΝειπΙαπη έτσι σκοπεύει να οριοθετήσει µια ικανοποιητική απόσταση 
ασφαλείας μεταξύ κλασικών μαθηματικών και ιντουισιονισμού: πιο 
συγκεκριµένα. σκοπεύει να δείξει ότι ο περατοκρατισµός ως φιλοσοφική 
άποψη των κλασικών µαθηµατικών µπορεί να προσφέρει µια 
εναλλακτική λύση στις κατασκευαστικές απαιτήσεις των 
ιντουισιονιστών. 

Ἡ άποψη του νοηπ ΝαιΙΠΙΒΠΠ γίνεται σαφέστερη µε τη βοήθεια του 
παραδείγματος που αναφέρεται στην ύπαρξη ενός πραγματικού αριθμού 
α µε την ιδιότητα Ε(α). Στα Κλασικά μαθηματικά είναι δυνατόν να µη 
μπορούμε να δώσουμε κατασκευαστικά την ύπαρξη του αριθμού α, 
όµως, ο τυπικός τρόπος µε τον οποίο φτάνουμε στην πρόταση {ίσως 
µπορεί να δοθεί µε περατοκρατικό τρόπο. Μια τέτοια αντίληψη 
αντιδιαστέλλει την περατοκρατική άποψη της απόδειξης / κατασκευής, 
από αυτή των ιντουϊισιονιστών. Συγκεκριµένα, ο νοη ΝοιΠΙάαΠΠ συζητά το 


παράδειγµα µιας συνάρτησης Ε(Χ) για την οποία μπορούμε να ισχυρι- 
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στούµε ότι υπάρχει σηµείο α του διαστήματος ορισμού της, όπου η 
συνάρτηση μηδενίζεται. Ας καλέσουµε ἘΕ(ία) αυτή την ιδιότητα της 
συναρτήσεως Ε(κ) και του σημείου α. Η συνάρτηση Ε(κ) εμπλέκει στον 
ορισμό της την εικασία τον (τοΙάβαςΠ και συνεπώς, η κατασκευή του 
αριθμού α, αν ζητείτο, δεν είναι εφικτή καθώς δεν γνωρίζουμε 
προκαταβολικά την τιµή αλήθειας της εικασίας του οἰάδασμ”΄ Αυτό το 
επιχείρηµα «αποδεικνύευ κατά τον νοη ΝΘΙΙΠΕΠΗ ότι, ενώ ο αριθµός α 
δεν έχει οριστεί κατασκευαστικά ---και μάλιστα κάτι τέτοιο ίσως είναι 
αδύνατον εντούτοις, η αποδεικτική διαδικασία που προσφέρεται είναι 
καθαρά κατασκευαστική, στο μέτρο που µας επιτρέπει να δώσουμε τα 
βήματα της απὀδειξης (περατοκρατική μέθοδος). Χωρίς συνεπώς, να 
θυσιάζει τα αποτελέσµατα των Κλασικών μαθηματικών, και χωρίς να 
αποδέχεται µια παθητική στάση απέναντι στις αποδείξεις ύπαρξης, το 
περατοκρατικό πρόγραµµα αποσκοπεί να «σώσευ τα κλασικά 
μαθηματικά, αποκαθιστώντας τη συνέπειά τους µέσω περατοκρατικών 
μεθόδων απόδειξης. Πρόκειται δηλαδή για µια ερμηνεία των Κλασικών 
μαθηματικών σε πλαίσια όπου καθορίζεται µια μεθοδολογία ελέγχου 
παρόμοια µε αυτήν που χρησιμοποιούμε στη στοιχειώδη αριθμητική των 
φυσικών αριθμών. Ἡ σημασία της απὀδειξης για το περατοκρατικό 
πρόγραµµα έγκειται στην κατασκευαστική μεθοδολογία η οποία 
μετατρέπει τις ήδη αποδειχθείσες προτάσεις (ή τις κατ αρχήν 
αποδείξιµες) των κλασικών μαθηματικών σε τύπους και σχήματα 
(δομεπιαία) τῆς περιορισμένης περιοχής (πρωταρχική αναδρομική 
αριθµητική (ΡτιπήΏνο Εεοιδίνε ΑτμιιεΏς), στη σύγχρονη ορολογία). 
Ἐκτός όμως από το ασθενές αίτηµα αναγωγής των μαθηματικών στην 
περιορισμένη περιοχή µε τη βοήθεια ελεγκτικών μεθόδων, ο ἨΗΠροτί 
διατύπωσε και ένα ισχυρό αἴτημα που αφορούσε την απὀδειξη της µη 


αντιφατικότητας του γενικότερου συστήµατος που προκύπτει µε τον 





” «Κάθε άρτιος. γράφεται ὡς άθροισµα δύο πρώτων» 
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τρόπο αυτό. Η έµφαση που δόθηκε στο να αποδειχτεί η µη αντιφατικό- 
τητα της πραγματικής περιοχής είναι χαρακτηριστική. Θα νόμιζε κανείς 
ότι, ανεξάρτητα από την επιτυχία και τη σχετική συνέπεια µε την οποία 
πραγματοποιείται το πρώτο µέρος του εγχειρήματος (δηλαδή, το ασθενές 
αίτημα), το πρόγραµµα ζητούσε να αποκαταστήσει τη µη αντιφατικότητα 
της πραγματικής περιοχής (ισχυρό αίτημα). ανεξάρτητα απὀ δυσκολίες 
και εννοιολογικές ασάφειες. 

Σήµερα γενικά πιστεύεται ότι, χάρη στα αποτελέσµατα των ερευνών 
του (οοάεΙ, είναι αδύνατο να πραγµατοποιηθεί το ουσιαστικό αυτό 
µέρος του αρχικού προγράµµατος Ηπροτίι Σύμφωνα µε το πρώτο 
θεώρημα µη πληρότητας τῆς αριθµητικής, δεν µπορεί να υπάρξει πλήρης 
τυποποίηση του ιδεατού τμήματος της αριθμητικής, ενώ σύμφωνα µε το 
δεύτερο θεώρημα, µια απόδειξη µη αντιφατικότητας ενός τυπικού 
συστήµατος που περιέχει την αριθμητική απαιτεί τη χρήση μεθόδων που 
ξεπερνούν το πλαίσιο στο οποίο εργαζόµαστε: για να αποκατασταθεί η 
µη αντιφατικότητα του τυπικού συστήµατος απαιτούνται εννοιολογικά 


εργαλεία που δεν είναι διαθέσιµα στο πλαίσιο που εργαζόµαστε. 
” ” ” 9 23 
7, Οντολογία και νόήµα στο πρόγραµµα ΠΗΙ]ῆογί 


Το πρόγραµµα ἨΗλιοτί, όπως ήδη αναφέρθηκε, εμπεριέχει δύο 
συνιστώσες. Ἡ πρώτη αφορά το ασθενές αίτημα της δυνατότητας 
αναγωγής των μαθηματικών στην περιορισμένη περιοχή υπό όρους 
σχετικούς µε το όλο πρόγραμμα. Η δεύτερη συνιστώσα αφορά το ισχυρό 
αίτηµα απόδειξης της µη αντιφατικότητας των μαθηματικών. Η κριτική 


εξέταση που ακολουθεί αφορά µόνο το ασθενές αίτημα του 





3Τ,Ρουσόπουλος 1999 (σελ.52-91) 
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περατοκρατισμού για τη δυνατότητα και τη σηµασία της προτεινόμενης 


ανταγωγής. 


ὃ. Φυσική και μαθηματική πραγματικότήτα. 


Η κατανόηση του ρόλου του απείρου στα μαθηματικά και η σημασία 
του στο περατοκρατικό πλαίσιο ερμηνείας της μαθηματικής εμπειρίας 
απαιτεί την ομοιομορφία µεταξύ φυσικής και μαθηματικής επιστήμης. 
Ἡ χρησιµοποίησή του όμως προὐποθέτει µια ορισμένη οντολογική 
άποψη, που Θα φαινόταν ότι βρίσκεται σε στοιχειώδη συμφωνία µε τον 
οντολογικό ρεαλισμό των φυσικών και υλικών αντικειμένων. Έτσι το 
πρόγραµµα ἨΗποοτί συνίσταται όχι στην εξάλειψη του απείρου, αλλά 
μάλλον στη δυνατότητα συνεργασίας µαζί του υπό πρόσφορες συνθήκες. 
Τις προὺὐποθέσεις αυτές, ισχυρίζεται ο ἨΗΙβοετ τις πληροί η 
περατοκρατική μέθοδος (ΠµΙΠΙΦπι). Αυτό σηµαίνει, μεταξύ άλλων, 
αναγνώριση και περιορισμό του ρόλου της λογικής στη θεμελίωση των 
μαθηματικών, και το σημαντικότερο, σηµαίνει ότι τα μαθηματικά έχουν 
ως αντικείµενο κάποια “εξω-λογικά, συγκεκριµένα αντικείμενα”. (όπ.π., 
25Ι]). Τα οντολογικά γνωρίσματα των μαθηματικών αντικειμένων δεν 
είναι ιδιαίτερα σαφή και ευανάγνωστα, στο μέτρο που δίδονται και 
αναγνωρίζονται Ως τέτοια διαμέσου της αµεσότητας που χαρακτηρίζει τα 
σύμβολα της στοιχειώδους αριθµητικής. Έτσι, απὀ τη µια πλευρά τα 
μαθηματικά αντικείµενα δεν είναι λογικές κατασκευές ή κατασκευές του 
νου, ενώ απὀ την άλλη δεν είναι εὐκολο να τα θεωρήσουμε «ς 
ισοδύναμα προς τα φυσικά και υλικά αντικείμενα. Ἡ δυσαναλογία 
ανάµεσα στα µαθηµατικά αντικείμενα και στα φυσικά και υλικά 
αντικείμενα εντείνεται απὀ το γεγονός ότι τα αντικείµενα της 


αριθµητικής εἶναι δυνάµει άπειρα στο πλήθος ---σε αντίθεση µε τα 


72 


φυσικά αντικείµενα, τα οποία είναι πιθανώς πεπερασμένα στο πλήθος. Η 
υπόθεση µιας αριθµητικής µε πεπερασμένο πλήθος στοιχείων φαίνεται 
αντιφατική απὀ θεωρητική άποψη: αν φανταστούμε ότι υπάρχει ένας 
πολύ μεγάλος αριθµός Ν που είναι το φυσικό όριο των αριθμών, τι 
αποκλείει να δεχτούμε την ύπαρξη του αµέσως επόμενου αριθμού Ν: 1; 
Αν πάλι υποθέσουμε ότι στην πράξη δεν είναι δυνατόν να έχουµε 
διαθέσιµα περισσότερα από Ν αντικείµενα, τότε χρειάζεται να 
καταφύγουµε σε µια αριθμητική πιοάμίο Ν, όσον αφορά τις συνήθεις 
πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού. Κάτι τέτοιο δεν 
φαίνεται να είναι στις προθέσεις του Ἠτ]οετί και θα δημιουργούσε, 
άλλωστε, Κάποια ένταση στις σχέσεις μεταξύ πραγματικής και ιδεατής 


περιοχής της αριθµητικής. 


Ανεξάρτητα απὀ τα προηγούμενα, είναι πάντως δύσκολο να ισχυριστεί 


Κανείς ότι µια πεπερασμένη διαδοχή συμβόλων όπως, λ.χ.. 


(1) ΠΠ ΠΠ ΕΕΤΤ ΠΕΠ ΤΠΕ 


αναγνωρίζεται αµέσως, ή ότι χαρακτηρίζεται από µια δοµική ευκρίνεια, 
παρόλον που η (1) δίδεται ως ένα όλον στην εποπτεία µας. Και το πιο 
σηµαντικό, για να διαπιστώσει κανείς ότι η (1) υποδηλώνει το 20 ήτο 33 
πρέπει προηγουμένως να καταφύγει στην αρίθμηση, οπότε πάλι 
προὐποθέτουμε κάποια γνώση του αριθμού που θα προκύψει. Ανάλογη 


δυσκολία στα περατοκρατικά μαθηματικά είναι ο έλεγχος της πρότασης 


(2) ΠΤΙ «ΠΠ ΤΤΙΗΤΤΙ. 


Είναι, λ.χ., η (2) αληθής ή ψευδής; Δεν θα μπορούσε κανείς να 


αναφερθεί στο μήκος αυτών των ακολουθιών, εκτός αν πάλι καταφύγει 
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στην αρίθµηση, οπότε γνωρίζουμε προκαταβολικά αυτό που ζητείται να 
ελέγξουμε, ότι, π.χ.. Κατά την αρίθµηση το 10 προηγείται απὀ το 11. Και 
αν κανείς καταφύγει στην αντιστοιχία ένα προς ένα, πάλι δεν µπορεί να 
γίνεται λόγος για άµεσα, διαισθητικά μαθηματικά χωρίς προὐποθέσεις, 
όπως απαιτούσε ο Ἠι]οετί. Για να αποφύγουμε μάλιστα άλλα είδη 
παρερμηνειών στις οποίες είναι εὐκολο να υποπέσουµε ὁσο 
στηριζόµαστε στην άµεση αναγνώριση και διαισθητική προφάνεια των 
συμβόλων, πρέπει να υποθέσουμε ότι τα σύμβολα διατηρούν µια 
ταυτότητα Πέρα απὀ το χρόνο Και το χώρο, καθώς και ότι είναι 
ανεξάρτητα απὀ δευτερεύοντα χαρακτηριστικά. Έτσι τα σύμβολα δεν 
επηρεάζονται απὀ τη χωρική και χρονική θέση τους, οὔτε το 11 διακρί- 
νεται απὀ το 1 (διαφορετικό μέγεθος, χρώμα κλπ.). Φαίνεται δηλαδή ότι 
είναι ανάγκη, να διατυπώσουµε σαφώς το συντακτικό του σχηματισμού 
των συμβόλων: θεωρώντας τα ὡς δεδοµένα µπορεί κανείς στη συνέχεια 


να μιλάει για συνδυασμούς και συμπλοκές ανάμεσά τους. 


9. Το άπειρο στο περατοκρατικό πρόγραµµα: 


µία µορφή αναλογίας. 


Αναμφίβολα η έννοια και ο ρόλος του απείρου στα μαθηματικά είναι 
ζήτημα Κεντρικής σημασίας Ύγια τον Ἠλροετ. Ἡ αναφορά στον 
εξοβελισµό του απείρου απὀ τη φύση γίνεται στο όνοµα µιας ενιαίας 
μεθοδολογίας: το άπειρο δεν πρέπει να απαντά οὔτε στη φύση ούτε στα 
μαθηματικά. Αυτή η προσέγγιση του ἨΗήδρετί δικαιολογείται απὀ το 
γεγονός ότι ο Ηιροτί θεωρεί το άπειρο ως πηγή προβλημάτων στη 
θεμελίωση των μαθηματικών. Ακόμα, αν υποθέσουμε ότι ο ΗΠροτί 
πετυχαίνει να εξαλείψει το άπειρο απὀ τα μαθηματικά ανεξάρτητα απὀ το 


τι συμβαίνει στην περίπτωση τῆς φυσικής επιστήµης, το πρὀγραμµά του 
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δεν θα στερούνταν σημασίας και ενδιαφέροντος. Στο πλαίσιο όµως µιας 
ενιαίας συμπεριφοράς στη φύση και τη σκέψη. θα ήταν παράδοξο το 
ενδεχόμενο η έννοια του απείρου να απαντά στη φύση παρά τον 
εξοβελισµό της από τη μαθηματική περιοχή. Για τον Ηδοτί τα παράδοξα 
των μαθηματικών ήταν αποτέλεσµα µιας ορισμένης χρήσης του απείρου 
(µέσω των λογικών νόμων, όπως λ.χ. στην περίπτωση του καθολικού 
ποσοδείκτη): Πρόκειται για αντίδραση στο λογικισµό του Ετοςο και του 
ΕιςςεΙ]. Η προσέγγιση του Ηιδετί είναι Καντιανού χαρακτήρα: η άµεση 
και εποπτική πρόσληψη των μαθηματικών δεδοµένων ξεκινάει απὀ τα 
σύμβολα, τις στοιχειώδεις σχέσεις και τα λογικά σχήματα. 

Ἡ αναλογία που επικαλείται ο ΗΠροτί, αρχικά για το χειρισμό του 
απείρου, επεκτείνεται στη συνέχεια στην προσέγγιση των υλικών 
αντικειμένων και των εξω-λογικών συμβόλων της αριθμητικής µέσω της 
άµεσης αντιληπτικής ικανότητας αυτών των αντικειμένων. Αυτή η 
πρωταρχική προ-λογική εποπτική αμεσότητα των στοιχειωδών συμβόλων 
και των τύπων της αριθμητικής που επικαλείται ο ΗΗδοτί, µας φέρνει πιο 
κοντά ακόµα στην αναφερθείσα αναλογία µε την Καντιανή εποπτεία ως 
προς τα φυσικά αντικείμενα. Όμως, πρέπει να παραδεχτούμε ότι παρά 
τις όποιες υπάρχουσες αναλογίες μεταξύ του προγράµµατος ΗΠβδοτί και 
της Καντιανής φιλοσοφίας, και ακόµα παρά τους παραλληλισμούς που 
θα μπορούσε κανείς να αναφέρει για να προσδώσει φιλοσοφικό βάρος 
στο πρόγραµµα Ἠτρετί, η τελική εγκυρότητα του πρώτου δεν µπορεί να 
θεμελιωθεί µόνο σ᾽ αυτές. 

Αξίζει τον κόπο να σημειώσουμε την αποτίμηση του ΝεΥΙ] για το 
πρόγραµµα Ητδετί: 

«[ο ΗΠδετί] κατόρθωσε να διασώσει τα Κλασικά μαθηματικά 
µε το να ερμηνεύσει ξανά το νόηµά τους χωρίς να μειώσει τον 


πλούτο τους. Οπωσδήποτε πρέπει να αναγνωρίσω την τεράστια 


ἵν 


σημασία και εμβέλεια της κίνησης αυτής του Η{δοτί, π οποία 


προφανώς οφείλεται στην πίεση τῶν περιστάσεων.» 


Ἐντυπωσιασμένος απὀ “την κίνηση του ΗΠΟοτί”, ο ΝεΥΙ επισημαίνει 
µια γόνιμη ενσωμάτωση των κριτικών απόψεων του ιντουισιονισμού και 
υπαγωγή κατασκευαστικών στοιχείων στα Κλασικά μαθηματικά, χωρίς 
τις αναγκαίες ουσίες που προτείνει ο Βτοιννοτ. Στο πνεύμα αυτής της 
ερμηνείας οπωσδήποτε, πρέπει να υπαχθεί και η παρακάτω παρατήρηση 
του ΊΝΕΥΙ, σύμφωνα µε την οποία: 

«Στο βάθος ο Η[δετί δεν ενδιαφέρεται ας πούμε µόνο για το 0’, 0), 


0)... αλλά για το τυχόν 0. "'', για το τυχόν αριθμητικό που δίδεται 


µε συγκεκριµένο τρόπο» 


Πρόκειται για την κατανόηση µιας όψης της περατοκρατικής μεθόδου. 
Διότι μπορούμε να «φανταστούμε την Κλασική κατασκευή που 


υπαινίσσεται ο Ἰ/9ΥΙ πρόκειται για µια πρόταση της µορφής: 


() «ΑΔ, 


όπου τα χ διατρέχουν το πεδίο των φυσικών αριθμών. Στην κλασική της 
ερμηνεία, η (1) ισοδυναμεί µε µια άπειρη λογική σύζευξη των επιµέρους 
προτάσεων Α(0), Α(1), Α(2)......... Το ζητούμενο στο πλαίσιο του 
περατοκρατισμού είναι να εκμεταλλευτούμε την παρατήρηση του Μεν 
χωρίς να αναχθούµε στην κλασική ερμηνεία. Λαβή για µια διαφορετική 
αντιμετώπιση και ερμηνεία των προτάσεων µε καθολικό προσοδείκτη, 


όπως η (1). µας δίδει και η ακόλουθη παρατήρηση του Ηοιρταπά: 


«Όταν λέμε ότι ένα θεώρημα είναι αληθές για όλα τα χ, εννοούμε ότι 


για κάθε χ θεωρούμενο χωριστά είναι δυνατό να επαναλάβουµε το 
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γενικό θεώρημα (επιχείρημα) --- το οποίο πρέπει να θεωρηθεί απλώς 


αρχέτυπο αυτών των επιµέρους επιχειρημάτων» 


Ἡ άποψη αυτή, σύμφωνα µε την οποία η καθολική ποσοτικοποίηση 
διατρέχει το πεδίο των αποδείξεων, αποκλίνει από την ερμηνεία που 
συνήθως υιοθετείται στο πλαίσιο των Κλασικών μαθηματικών, και 
πλησιάζει στην απαίτηση του Β{οιΙν/ετ για την ιντουισιονιστική ερμηνεία 
της (1) ως µιας συνάρτησης που συνδέει το φυσικό αριθµό χ µε την 
κατασκευή Α(Χ). Παρόλα αυτά, το πρόγραµµα του ἨΗΠ]οετί δεν είναι 
διατεθειµένο να προχωρήσει προς/ και να συμβιβαστεί µετην άποψη του 


ιντουισιονισμού. 


Αυτό ἨὙίνεται σαφές στο παράδειγµα του νοπ ἈΝΕΟΙΠάΠΗ, που 
παρουσιάσαµε προηγουμένως, σχετικά µε την ὐπαρξη ριζών µιας 
εξίσωσης. Στο πλαίσιο του περατοκρατισμού, κατά τον νο ΝΘΙΙΠΒΠΗ, 
µια πρόταση µε υὑπαρκτικό ποσοδείκτη δεν πρέπει να εκλειφθεί 
αποκλειστικά ὡς ένα αλγόριθμος που κατασκευάζει τη ρίζα της εξίσωσης 
--- ὅπως θα απαιτούσε η Ιντουισιονιστική ερμηνεία. Το ουσιαστικό στην 
περατοκρατική ερμηνεία, κατά τον νο ΝΘΙΙΙΒΠΗ, είναι η κατασκευή των 
διαδοχικών σταδίων τα οποία οδηγούν στο ζητούμενο αποτέλεσµα. Μια 
τέτοια διαδικασία θεωρείται και κατασκευαστική και περατοκρατική: ο 
κατασκευαστικός της χαρακτήρας γίνεται σαφέστερος µε βάση τη 
δυνατότητα να ελέγξουμε αναγνώσιµα σχήματα συμβόλων / βημάτων της 
απόδειξης. Συνεπώς, στο πλαίσιο του περατοκρατισμού, το 
κατασκευαστικό µας ενδιαφέρον μετατοπίζεται προς µια μεθοδολογία 
των αποδείξεων και των ελέγχων, χωρίς έτσι να θίγεται η γενικότερη 
σημασιολογία στην οποία στηρίζονται τα κλασικά μαθηματικά. Με την 
έννοια αυτή η κατασκευαστικότητα αποτελεί χαρακτηριστικὀ γνώρισμα 


του συντακτικού επιπέδου των προτάσεων και δεν αφορά τη γνήσια 
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μαθηματική διαδικασία της απόδειξης, της αλήθειας και του νοήματος 
των προτάσεων. Με άλλα λόγια, η ένταση που εμφανίζεται αφορά την 


αποδειξιµότητα και την αλήθεια των προτάσεων. 


10. Το νόήµα: µια δεύτερή αναλογία. 


Το περατοκρατικὀ πρόγραµµα δεν αποδέχεται απλώς µόνο τις 
ρεαλιστικές οντολογικές δεσμεύσεις των Κλασικών μαθηματικών. 
Επιπλέον κινείται µέσα στο πλαίσιο της κλασικής σημασιολογίας µε 
βάση την οποία προσπαθεί να «σώσευ τα μαθηματικά. Η προτεινόμενη 
διάσωση δεν είναι πλήρης αν δεν αναγνωρίζουμε τη σταθερότητα των 
λογικών κανόνων. ΌΏς λογικούς κανόνες πρέπει να εκλάβουμε τους 
κανόνες τής Κλασικής λογικής. Ο ΗΠροετπί αναφέρεται σ᾽ αυτούς, όταν 
παρατηρεί ότι στην ιδεατή περιοχή έχουµε στη διάθεσή µας µια λογική 
εὐχρηστη και χρήσιμη. την οποία δεν μπορούμε να αλλάξουμε κατά την 
αναγωγή στην πραγματική περιοχή. Γενικότερα, ως σταθερότητα των 
κανόνων μπορούμε να εννοήσουµε τη διατήρηση του μαθηματικού και 
σημασιολογικού κλίματος που χαρακτηρίζει τα μαθηματικά, δηλαδή τη 
ρεαλιστική οντολογία και την κλασική σημασιολογία (αλήθεια και 
νόημα). 

Στο προηγούμενο κεφάλαιο έγινε ήδη λόγος για µια µορφή αναλογίας 
που χρησιμοποιεί ο ΗΠδοτί και αφορά το καθεστώς (5ίαία5) του απείρου 
στη φύση και στα μαθηματικά. Τώρα, θα διαπιστώσουμε ὁτι 


χρησιμοποιεί µια ακόµα µορφή αναλογίας στα μαθηματικά πλαίσια, και 


7δ 


αναφορικά µε τα ιδεατά στοιχεία. Τα ιδεατά στοιχεία που ενδιαφέρουν 
εδώ είναι οι λογικοί κανόνες: 
Κατ᾽ επέκταση, η αλήθεια και- το νόηµα που αυτοί επάγουν --- οι 
σηµασιολογικές δηλαδή απαιτήσεις σχετικά µε τη λειτουργία των 
ιδεατών στοιχείων. Ο Ηιβοετί χρησιμοποιεί διάφορες παραδειγµατικές 
περιπτώσεις απὀ την περιοχή των κλασικών μαθηματικών για να κάνει 
σαφές το εἶδος της αναλογίας που τον ενδιαφέρει. Ἡ πλέον κλασική 
περίπτωση είναι οἱ φανταστικοί αριθμοί οι οποίοι εισάγονται ὡς ιδεατά 
στοιχεία των πραγματικών αριθμών. Στα µαθηµατικά παραδείγματα µια 
διαμορφωμένη θεωρία για να ξεπεράσει κάποια προβλήματα που 
εμφανίζονται στο εσωτερικό της, να επιτύχει, λ.χ., λύσεις της εξίσωσης 
χ΄ 150, να μιλήσει για σηµεία τοµής παραλλήλων ευθειών στην 
Ευκλείδεια γεωμετρία, παραγοντοποίηση στους αριθμητικούς δακτυλίους 
κ.λπ., προτείνει την εισαγωγή νέων, ιδεατών στοιχείων ενώ ταυτόχρονα 
διατηρεί τους νόμους που διέπουν τη συμπεριφορά των παλαιών 
στοιχείων. Ἡ νοηµατοδότηση των ιδεατών στοιχείων, π.χ. των 
φανταστικών αριθμών, επιτυγχάνεται µέσω των νόμων που Ίδη 
λειτουργούν στην περιορισμένη περιοχή. Ἡ συμπεριφορά έτσι των 
ιδεατών στοιχείων (των φανταστικών αριθμών, λ.χ.) έχει νόηµα µέσω της 
αναγωγής τους σε ζεύγη πραγματικών αριθμών. Η νοηµατοδότηση των 
τύπων και των σχημάτων που περιέχουν τα ιδεατά στοιχεία γίνεται µέσω 
της σταθερότητας των κανόνων-- τῶν παλαιών κανόνων--- δεδομένου ότι 
απαιτούµε να είναι οι ίδιοι κανόνες που ισχύουν για τα πραγματικά και 
ιδεατά στοιχεία. Ἐπιπλέον, η νοηµατοδότηση στηρίζεται τελικά στη 
δυνατότητα αναγωγής του νοήματος των ιδεατών στοιχείων στο 
αντίστοιχο νόημα και στη διαδικασία σηµατοδότησης των πραγματικών 
στοιχείων. 

Στην περίπτωση του προγράµµατος ΗΠροτί, και αναφορικά µε τους 


νόμους της λογικής και τη σημασιολογία, η κατάσταση φαινομενικά 
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µόνο είναι η ίδια. Ο ΗΠρετί δηλαδή προτείνει να επεκτείνουµε την 
περιορισμένη περιοχή προσθέτοντας ιδεατά στοιχεία «για να 
διατηρήσουμε τους απλούς τυπικούς κανόνες της αριστοτελικής 
λογικής». Και τούτο επειδή. όπως ο ίδιος παραδέχεται, «αν μείνουμε στο 
πλαίσιο των περατοκρατικών προτάσεων έχουµε πολύπλοκους λογικούς 
κανόνες”. Ἔτσι, η απλότητα τῶν λογικών κανόνων επιβάλλεται στην 
περιορισμένη περιοχή, στην οποία όµως ουσιαστικά λειτουργούν µη 
Αριστοτελικοί λογικοί κανόνες (Πιθανώς, δεν ισχύει η αρχή των δύο 
σθενών). Στην περίπτωση του περατοκρατισμού του ἨΗτδετί, απαιτείται 
να λειτουργήσει η ευρύτερη λογική και στην περιορισμένη περιοχή. Θα 
νόμιζε κανείς συνεπώς, ότι αυτό που ενδιαφέρει είναι να αναδειχτεί µια 
«περατοκρατική» λογική στην περιορισμένη περιοχή η οποία, μεταξύ 
άλλων, θα περιλάμβανε την περιορισμένη ισχύ της αρχής των δύο 
σθενών. Η «περατοκρατική» αυτή λογική θα προέκυπτε στο εσωτερικό 
τής περιορισμένης περιοχής, και θα αντανακλούσε την λογική αυτής της 
περιοχής: δεν θα μπορούσε να είναι µια λογική που θα επιβαλλόταν εκ 
των έξω πάνω στην περιορισμένη περιοχή. Συνεπώς, δεν θα μπορούσε να 
είναι η λογική που δεχόμαστε στην ευρύτερη περιοχή. 

ἨΗαρχικά εμφανιζόµενη ὡς αναλογία μεταξύ της περιορισμένης, 
πραγματικής περιοχής και τῆς ιδεατής περιοχής κρύβει µια αναλογία στη 
δυνατότητα επέκτασης της περιορισμένης µαθηµατικής περιοχής στη 
ιδεώδη περιοχή. Αυτή η δυσαναλογία επιτείνεται, όταν παρατηρήσουμε 
ότι στη περιορισμένη μαθηματική περίπτωση. τα ιδεατά στοιχεία µετά 
από την προσάρτησή τους αποκτούν συνεπή συμπεριφορά, συνεπώς 
αποκτούν λειτουργικό νόηµα στο πλαίσιο των κανόνων αυτής της 
περιοχής. Κάτι αντίστοιχο δεν ισχύει για τα ιδεατά στοιχεία της λογικής 
και της σημασιολογίας µετά απὀ την προσάρτησή τους στην 


περιορισμένη περιοχή της λογικής και της σημασιολογίας. 
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δΙ 


βόμβα 





τρομοκρατικής οργάνωσης 

Μια τρομοκρατική οργάνωση έχει τοποθετήσει ένα σφαιρικού σχήματος εκρηκτικό 
μηχάνημα στον χώρο τῶν αποσκευών ενός αεροπλάνου. 

Ο όγκος Ν του κρατήρα που θα προκληθεί κατά την έκρηξη στον αέρα είναι συνάρτηση των 
εξής μεγεθών: 

Της πυκνότητας ρ του χώρου αποσκευών, τῆς επιτάχυνσης της βαρύτητας, στης µάζας Γ 
γόμωσης, του βάθους Π µέσα στον χώρο αποσκευών, πυκνότητας ὃ του εκρηκτικού, και της 
ειδικής ενέργειας Ε., δηλαδή ενέργειας ανά µονάδα µάζας της γόμώσης. 

Να βρεθεί ο όγκος Υ του κρατήρα που θα προκληθεί στον χώρο αποσκευών σε 
συνάρτηση τῶν παραπάνω μεταβλητών. 


Απάντηση: 
Εκφράζουµε τα μεγέθη του προβλήματος συναρτήσει τῶν θεμελιωδών μεγεθών : 
ΤἘ χρόνος, Τ, μήκος, Μ μάζα: 


πιο [ρ] Μι 
[ε] - υτ” [Γ]- Μ 
[1] -- 1, [Δδ]- ΜΙ,; 
ΜΗ. 
ενέργεια κα ᾿ 
πα πο πρ 
μάζα [Μ] 


Το γινόμενο τῶν μεταβλητών αυτών θα είναι της µορφής : 
Τά μὲδ' Ἐ.ά και απαιτούµε να είναι αδιάστατο ὡς προς τα Τ. Ι,, Μ. δηλ: 


γρ Β 
ρε 


(όλ (µι  ) π) Μόιο (μι το) --τονιδ ο» 


Τ 20-29 Μήο14/ 58 Άρ-ο-ε--2{-29 -«ΤΟΜΟΙ0 ς 








-20-20-0 98-3200-6-59{[-200 
«»40--α--τΞ0 «»40--α--[Ξ0 
398-3900-6-59{--200 -20-20-0 


Έχουμε λοιπόν τον πίνακα Α του οποίου θα βρούμε την διάσταση ταπΚ(Α) 


.-- 01-21. β-δτοί-θ2 
ατα ο πο ας πο πο πο 8 εσενα 
ο 0, ο ο ο δ οἳ-Ἡ 
κ ο δη «δη ο ο ο, 
ο ας ο ως πο δ---Ἴσς 
ορ ο Ἡ οο1τοσοο1 
1ο ο 
να: 
19ο 
0 οο0ο 


Η τάξη του πίνακα Α είναι ταπΚ(Α)Ξ32. Οπότε ο χώρος λύσεων Υ έχει διάσταση 
ἀϊπιν--7-2--4. 

Τότε, επιλέγω αυθαιρέτως 4 ελεύθερους αγνώστους (ἀ, α, ἔ, σ)και το σύστηµα 
γράφεται: 


αφάν ος οξδ Ἀθ δν ο ᾱ 
3 3 9  Ὁὃ 
ρ--α--τΞ0 ««ρ--α-ἴί «» 
ο-ο-ῦθ ο--ᾱ 
Ί Ί 
προ αθοιο ος ο. κααοθρις) 


Δηλαδή η λύση θα είναι υπόχωροςτου ὃ; ισόµορφος του 6” που θα παράγεται από την 
τετράδα (ἆ, ε, Ε, ϱ). 
Θα πάρουμε λοιπόν για (ἆ, α, Ε, 6) τα διανύσματα (1. 0, 0, 0), (0. 1. 0, 0). 


Γιάννης Πλατάρος 






(0.0, 1, ϐ) και (0, 0. 0, 1) και θα βρούμε αρχικά την αντίστοιχη λύση του συστήµατος και στην 
συνέχεια τα αδιάστατα γινόμενα. Θέτουμε κάθε φορά έναν ελεύθερο άγνωστο ίσο µε 1 και τους 
υπολοίπους ίσους µε 0., οπότε θα πάρω 4 διανύσματα, έναν για κάθε ελεύθερο άγνωστο, 
γραμμµικώς ανεξάρτητα, όπως παρακάτωο: 


(1.0.0, 0) (1, -ἰ,0, 1.0, 0, 0) 

(0,10, 0) -(-1/3. 0,0, 0, 1. 6, ϐ) 

(ο,0, 1,0) -»(0,-1.0, 0. 0. 1, ϐ) 

(0ο,0,6, 1) --(-1/3.0. -1, 0. 0. 0, 1). που αντιστοιχούν στα γινόμενα: 





Σύμφωνα µε το θεώρημα του ΒαςοΚίηρῃαπι υπάρχει συνάρτηση Ε: ΓΤ1ι, Π.. Π.. Π4)Ξ0. 
Εφόσον αναζητούμε τύπο για τον όγκο Ν, θα λάβουμε µια φ(Π3) συναρτήσει των υπολοίπων 
αδιάστατων γινοµένων. 

Με δοκιμή ενδεχόμενων συνδυασμών για τα ΤΠῃ, Πο, Π4 ὡς γινόμενο, ὡς πηλίκο δύο 
ανά το τρίτο κτλ. ο συνδυασµόςπου δίνει µια απλούστερη σχέση για το Υ. (επειδή 
απλοποιείται ο όρος Υ’) είναιλ. χ. η 

ΠΠ, Ψ ρΓν ὃσ Ε, 
σσ ἽΞφΙ:)5» μπω 
Π, Υ ομ 


ΤΕ 


Ξξ Ἱδ ὅτε---υ---- 
κ μα σπης 


-.. - « 


ο . . .. αι 
Πόση ώρα θέλει σούβλισμα το αρνίτου Πάσχα: 





Έστω { ο χρόνος που πρέπει να ψήσουμε το αρνί. Ο χρόνος { εξαρτάται από το πάχος (μέγεθος) 

του αρνιού. Το μέγεθος του αρνιού το µετράµε µε το μήκος του 1. Επίσης εξαρτάται από την 

διαφορά θερμοκρασίας Δθα του κρύου αρνιού από την θερµοκρασία που έχει η φωτιά και την 

διαφορά θερμοκρασίας Δθψ του ψηµένου αρνιού από την θερµοκρασία της φωτιάς. Τέλος 
ενέργεια 





επιφάνεια Χ χρόνο 





εξαρτάται απὀ µια σταθερά θερμικής αγὠγιµότητας ΚΞ 
θερµοκρασία 
μήκος 
Να εκφραστεί ο χρόνος ψησίματος {, ὡς συνάρτηση των παραπάνω μεταβλητών, αν οι διαφορές 
θερμοκρασίας μετρούν ενέργεια/µονάδα όγκου. 


Απάντηση 

Εκφράζουµε τις μεταβλητές του προβλήματος συναρτήσει τῶν βασικών μεταβλητών, όπως και 
στο προηγούμενο : 

Γ, μήκος, ΤἘ χρόνος, και Μ μάζα. 


Ισχύει: 
ὡς 
υ [ι 5 
[Ε]- [αι γ]Γἶπα . - α Ξ πετ] ΞΜΥΗΤ΄ (1) 
[Ε]ΙΕ 5 ΜΙΤ ΜΙΤ Τ (2) 
[θ]-Μί 1, τὸ (2) 
Για την Δθα και Δθψ έχω: 
Ε Πιγ.5 δν Ἱ-- 
[96.146] ΙΓ ς Ἴ-ι στ κοπα Μντῳ 
Γ 
2Πι--2 
ο 
Για το κ έχουµε: σι ΙΤ . 9) 
Ἱ 
Το γινόμενο τῶν μεγεθών αυτών θα είναι της µορφής: 


εν 1(Λθι) (Δθψ) κ 
Για να είναι αδιάστατο ὡς προς Ἐ, Μ. Τ,., θα πρέπει να ισχύει: 
[ια Ι(λθωώ(Δθμ) κΊ-τὸ ΜΟΙ 4 
τμ  τοι(µι  τοδ(µι, τη - τΜ 14 
Τα 226-5ε ΙΡ ΥΣΤε ΜΥ δ1ε -- το Μ0 δν ᾳ 
α-2γ-25-5ε-0 
β-γ-δ-ιε-θο 
γΈδεΕεΞΟ 
Έχω δηλαδή ένα γραμμικό οµογενές σύστηµα 3 εξισώσεων µε 5 αγνώστους. 
Βρίσκω την τάξη του πίνακος εκτελώντας τους διαδοχικούς ισοδύναµους μετασχηματισμός 
µε «γραμμοπράξειο) 


ον ο .οο6οο - 
ΑΞΙΟ1 -ἵ -ἷ 1 πα ο 1 -ἷ -ἷ τ]--.τον 
οο 1 1 | οο ἲ 1 1 


Άρα ταπΚκ(Α)Ξ3 

Ο χώρος λύσεων έχει διάσταση:(Αριθµός αγνώστων Συστήµατος)-ταπΚ(Α) Ξ5-2:2. 

Επιλέγω αυθαιρέτως δύο αγνώστους, (λ.χ. ὃ και ε) και εκφράζω τους υπολοίπους συναρτήσει 
αυτών. 

Έτσι θα έχω: 


α- εΞ0 αξε 
β.-2ε-0 «9β-2ε 
γτδ-κε-θ γΞ-δ-ε 


Οπότε (α,β, γ, ὃ, ϱ)-{6, -2ε, -δ-ε, δ. ε) µε ε.ὃ ελεύθερες μεταβλητές ἵ ὃ (6) 

Άρα στον ὅ” οιλύσεις θα είναι υπόχωροςτου ὂ” της µορφής (5. ε, 0. 0, 0). που είναι 
ισόµορφος µε τον υπόχωρο του ὅ΄ που παράγεται από το ζεύγος (δ.ε). Για( δ-0 και εΞ!Ι) (5-1 
και εΞθ) στην (6) προκύπτουν αντιστοίχως οι γραμµικώς ανεξάρτητες λύσεις που παράγουν 
τον χώρο (1. -2.-1. 0, 1) και (0.0, -Ι, 1. 0) αντίστοιχα.(Βάση του χώρου λύσεων) 
Έτσι προκύπτουν τα αδιάστατα γινόμενα: Πις4{Ι (Δθα) κ και Π2-(Δθα) (Δθμ). Τότε απὀ το 
θεώρημα του ΒαοΚίπρμαπι θα υπάρχει συνάρτηση Ετέτοια ώστε {Πι, Π2)Ξ0. Έστω ότι 
ΠΙΞφ(Π2). Οπότε θα έχουµε: 

4 Λθω κΞ φί(Δθι) (46) 


-) Άθα ϱ(μθ,) (λθ,)). 





ί 


Γιάννης Πλατάρος Σελίδα 6 Εργασία (Ε 














Το αυγό του Κολόμβου 





Ἡ έκφραση «το αυγό του Κολόμβου» νοηµατικά σηµαίνει την πάρα πολύ απλή λύση σε 
ένα πρόβλημα . η οποία καμία φορά είναι τόσο απλή που δεν φαίνεται εκ πρώτης όψεως. 


Πώς πρόεκυψε όμω άση αυτή: 





ο ἩΗ πλέον διαδεδομένη άποψη, είναι ότι ζητήθηκε από τον Χριστόφορο Κολόμβο 
όταν ήταν στην Ισπανία στην βασιλική αυλή της Ισαβέλλας κάποτε να λύσει ένα 
πρόβλημα , όπου ζητούμενο ήταν το να σταθεί όρθιο ένα αυγό. Όλοι όσοι 
δοκίµαζαν δεν έβρισκαν τρόπο να στηρίξουν όρθιο ένα αυγό . Τότε ο Κολόμβος, 
βάζοντας λίγη δύναμη το τοποθέτησε στο τραπέζι σπάζοντάς το λίγο (λέγεται ότι 
πρώτα το έβρασε Ύια να σταθεροποιείται ευκολότερα, χωρίς να χάνει το 
περιεχόμενό του!) ώστε να δημιουργηθεί ένα μικρό επίπεδο σταθερής ισορροπίας. 
Το ευφυές της λύσεως, άρα και το νόηµα της φράσεως,, έγκειται στο ότι ενώ ουδείς 
είχε βάλλει τον περιορισμό «χωρίς να σπάσει το αυγό» όλοι το θεωρούσαν 
αυτονόητο . Η λύση µπορεί να θεωρείται γνήσια, καθώς δεν έχει σχέση µε την 
«λύση» του «Γόρδιου δεσμού» , καθώς αυτός κόπηκε αντί να λυθεί. 

ο ἩΗ άποψη του γνωστού Μπόμπου των ανεκδότων είναι ότι ο Κολόμβος μάλλον ήταν 
εωκότα()), αφού όλοι ομιλούν γι αυτό το περίφημο «αυγό του Κολόμβου!» 

ο Μια άλλη άποψη θέλει το σκηνικό να εκτυλίσσεται µετά την ανακάλυψη της 


Αμερικής και έχει και αυτή ανεκδοτολογικό χαρακτήρα: 


Ένας Ισπανός μιλούσε µε τον Χριστόφορο Κολόμβο: 


-Δεν μπορώ να καταλάβω, τι σπουδαιότητα έχει αυτό που έκανες. Εντάξει έκανες ένα 
ταξίδι. Κι εγώ θα μπορούσα να το κάνω. Λένε πως ανακάλυψες κάτι. Κι εγώ θα μπορούσα 


ν' ανακαλύψο! 


Ο Κολόμβος δεν µπήκε στον κόπο να λογομαχήσει µε τον αντίπαλό του. Πήρε από το 
τραπέζι ένα βραστό αυγό και ζήτησε να το σταθεροποιήσει όρθιο. Ο Ισπανός έκανε πολλές 
προσπάθειες, αλλά δεν κατάφερε το αυγό πάντα έπεφτε. Τότε ο Κολόμβος πήρε τ' αυγό και 


ελαφρά το χτύπησε και µετά το σταθεροποίησε πάνω στο σπάσιμο του τσοφλιού. 


- Αυτό είναι, είπε µε µορφασμό ο Ισπανός, κι εγώ μπορώ να το κάνω! 


-Ναι, μπορείς, γέλασε ο Κολόμβος, όµως µόνο µετά από μένα. 


ο Κάποιοι μεταγενέστεροι, επιμένουν να συμπεριλάβουν στα προληπτικά τους µέτρα 
για την νόσο τῶν πουλερικών την καταδίκη του αυγού του Κολόμβου σε θάνατο δι 


αυστηρού....τηγανισμού! και την εξορία του Κολόμβου στις Δυτικές Ινδίες(!!) 


Πάντως, εδώ θα παρουσιάσουμε την μαθηματική εκδοχή της φράσης που δεν είναι γνωστή 
και επί πλέον είναι και πάρα πολύ όμορφη, έτσι ώστε να µπορεί να είναι η αυθεντική και 


να προσιδιάζει έτσι και στο ανάστηµα του μεγάλου εξερευνητή. 


Σύμφωνα µε αυτή την εκδοχή. 0 Κολόμβος, έλυσε ένα πρόβλημα σε ένα παιγνίδι της 


εποχής του. έτσι ώστε να µην χάνει ποτέ. άρα να κερδίζει! 


Σύμφωνα µε αυτήν, υπήρχε ένα παιγνίδι που παιζόταν µε δύο παίκτες, κατά το οποίο Οἱ 
παίκτες εναλλάξ τοποθετούν αυγά πάνω σε ένα τραπέζ: μέχρι να µήν υπάρχει χώρος να 
ῥάλλει κάποιος το αυγό του. 4ν κάποιος ὃεν έχει χώρο να ῥάλλει το αυγό του ή ακουμπήσει 
σε ἀλλο αυγό, χάνει και όλα τα αυγά τα κεροίζει ο αντίπαλος. (Που να βρεθούν χρήματα 
εκείνη την εποχή! Θυμηθείτε το ανταλλακτικό µέσον-μονάδα στα Ελληνικά χωριά µέχρι 


το 1970 μ.Χ. που ήταν το αυγό!) 


Ο Κολόμβος βρήκε την λύση που βασίζεται στην συμμετρία, αρκεί να παίξει κάποιος 
πρώτος και να τοποθετήσει το πρώτο αυγό στο κέντρο συμμετρίας του (ορθογωνίου) 
τραπεζιού. Από την στιγµή που θα κάνει αυτή την πρώτη κίνηση, µετά θα τοποθετεί το 
αυγό του στην συμμετρική θέση (ῶς προς κέντρο συμμετρίας) της θέσης του αυγού του 
άλλου! Αν ο άλλος βρίσκει θέση Χ , θα βρει και ο πρώτος παίκτης στην κενή συμμετρική 
Χ΄ . (Είναι κενή η Χ΄, διότι αν ήταν κατειλημµένη µε ένα αυγό , τότε το αυγό θα ήταν ή 
του Α ήτου Β.. Αν ήταν του Α., λόγω τακτικής, η Χ που είναι μοναδική . θα είχε 
καλυφθεί από τον Β . Αν ήταν του Β.. τότε η Χ που είναι μοναδική θα είχε ήδη καλυφθεί 


από αυγότου Α. Επομένως αν κάποιος θα χάσει, θα είναι ο Β. 


Γιατί όµως θα πρέπει να µπει το πρώτο αυγό στο κέντρο συμμετρίας και μάλιστα 
όρθιο; 


Ἡ απάντηση είναι, ότι το αυγό λόγω σχήματος χαλά την μετέπειτα συμμετρία. Πρέπει η 


προβολή του στο επίπεδο να είναι γνήσιος κύκλος και όχι έλλειψη και αυτό γίνεται µόνο 


αν σταθεί όρθιο. Στο παρακάτω σχήμα φαίνεται µια τυχαία εξέλιξη του παιγνιδιού , όπου 


σειρά έχει να παίξει ο πράσινος «Όπου βρει και παίξει ο πράσινος , θα βρει αυτομάτως και 


ο πορτοκαλί στην συμμετρική του θέση. 





Ἡ παραπάνω εκδοχή θεωρείται ὡς µια ενδιαφέρουσα εφαρµογή της συμμετρίας σε ένα 
παιγνίδι-πρόβληµα και µπορεί να παρουσιαστεί στην Β΄ Γυμνασίου , µαζί µε το νόηµα της 


έκφρασης «αυγό του Κολόμβου» και την ιστορία περί αυτό. 


4)Στο µαθήσιακό μοντέλο του Ἱ.απάαΠ! να επαληθεύσετε ότι πράγματι ή 
γν(ή) δίνεται απὀ τήν σχέση (56) και να λύσετε τήν διαφορική εἀϊσωσή 
(57). 

Βιβλιογραφία: Γ)ἱγθσΙίοῃς ἰπ ππαιποπιαίίσαΙ ϱγοΠοίοςσγν Π.4ΜΜ 
1976,ρρ]53-1 

ΑΗ) Να κάνετε µε τήν βοήθεια του Η/Υ τή γραφική παράσταση τής 
λύσεως τής 4.Ε. (27) και να δικαιολογήσετε, γιατί ή σιγμοειδής 
καμπύλη που προκύπτει καλείται «φυσιολογική καμπύλή 

μµαθήσεως»λ/(ΙεαγΠίΠς 61Υν6) 

/) Πῶς ή χαοτική συμπεριφορά 4{ογιστικής εξισώσεως ,μπορεί να 

χρησιµοποιηθεί επωφελώς στο χώρο τής εκπαἰδευσης; 

Βιῤλιογραφία: 1. 4ραχωβίτης «Εισαγωγή στην Χαοτική δυναμική και τα 
κλασμοειδή (Εγασίαἰς)- Παπασωτηρίου 2002 

Λύση 

Στο άρθρο του ΑπαίοΙ Καροροτί αναφέρεται στο µαθησιακό μοντέλο 
του ΤΠάΘ8ΗΙ] στα πλαίσια των σύγχρονων μαθησιακών μοντέλων. 
Αυτό, βασίζεται σε πιθανοθεωρητική πλαίσιο .και ο πυρήνας του 
είναι µια διαφορική εξίσωση. τῆς οποίας η λύση. προβλέπει 
παραμέτρους του φαινόµενου. 

Ο Τ απάβΗΙ] υποθέτει ότι σε µια µαθησιακή κατάσταση µε δύο 
δυνατότητες επιλογής . η «σωστή» απάντηση προκύπτει όταν το 
επίπεδο ερεθισμού Ες στο νευρικό κανάλι που οδηγεί σ᾽αυτή. 
υπερέχει του ερεθισμού Εν, στο νευρικό κανάλι που οδηγεί στην 
«λάθος» απάντηση. Η µάθηση επιτυγχάνεται γιατί κάθε σωστή 


απάντηση προσθέτει σταθερή αύξηση Ὁ στο ερεθισμό του αντίστοιχου 


καναλιού και κάθε λάθος απάντηση αφαιρεί µια σταθερή ποσότητα β 
από τον ερεθισμό του καναλιού που οδηγεί σ’᾽ αυτό. Σε µια στιγµή. η 
διαφορά (Ε« Εν) υποθέτουμε ότι «διαταράσσεταυ απὀ µια τυχαία 
μεταβλητή Χ. Έτσι, µετά απὀ π δοκιµές, η διαφορά δίνεται απὀ τον 
τύπο: 
ά4(π)ΞΕι(0)-Εινθ)ΓῦςγῤννΕχ 

όπου « ο αριθµός των σωστών απαντήσεων, Υν ο αριθµός των 
λανθασμένων απαντήσεων (έχουµε δηλαδή : ηξςτν/). καιὈ.β οι 
σταθερές που προαναφέρθηκαν. 
Η πιθανότητα λοιπόν µιας λανθασµένης απάντησης είναι: 
Ῥω(π) Ε/4(1) ς0/ΕΡ/ΑςΕι(0)-Εα(0)-δο-βιν/ΕΧς Εν(θ)- 
Εε(Ο)- δη τ(0 βλ]. (1) 
Έστω ότι η η είναι συνεχής μεταβλητή. οπότε το Ρι(π) µπορεί να 

ανν ἄνν 
παρασταθεί ως η Δηλαδή Ρι() αή (2). Ὑποθέτοντας ότιτο Χ 
ακολουθεί µια συγκεκριμένη κατανομή. η (1) µας δίνει µια διαφορική 
εξίσωση. που θα δώσει το Νήπ), τον αριθµό των λανθασµένων 
απαντήσεων, ὡς συνάρτηση των ερωτήσεων η. 


-άμι 


{ 
Ο Τ απάαΠΙ θεώρησε την συνάρτηση 1) σι . κ σταθερά 


(Γ αρἰαςίαπ). για πυκνότητα της Χ. 

Προκειμένου να λυθεί η διαφορική εξίσωση (2) υποθέτουμε ότι 
Ώ2β και ως αρχικές συνθήκες έχουµε: 

Ε((0)ΞΕν/(0Ο) και ν(0)Ξ0. 


Ἐτσι: 


ΡΜ) Ε/Α Εν(θ)-Ε«(0)-Όη”τ (0 -β)νν [ΕΙ Ειν(0)-Εκ(0)-δητ(5-β)νν], 


όπου Ε η συνάρτηση κατανομής της Χ. 


Οπότε: 
-Ὅπ(0--β)νν 
ο αν 
Ῥν(π)-- 2 , όπου --Όπε(ῦ-ῤ)νν«0 
0δ0-ῤ»δ50 
μαμα ν. «5» ϱηΣ(ὁ0- β)ν ὑπ ῥ)νςθ) άρα: 
Ῥινη)τ- 
0η 0--β)νν { σας 1 
. [ ο [ χοα --.. πιό” ἰ- 
. ος 2 -. 2 κ--»-οο 
ο 
κτιρ ώς . όταν κ20 


Παρατηρούμε ότι η πιθανότητα Ρι/(Π) είναι αρνητική λόγω του 
παράγοντα --κ/2. Ελέγχοντας ότιη συνάρτηση ἴχ) που θεώρησεο 
Τ απάαΠΙ, είναι πράγματι συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, θα 
πρέπει να ισχύει: {ακ)20 . για κάθε Χ. οπότε πρέπει να είναι -κΣ0 και 


[ω Ξ]1 [-σο αν ο - σσ([κε αν [ Καὶ αχ) -- 


--οο 


-ι[ι- αο ο) ον [ κ Ἕ Ἡ ο) -- -- 
2 2 


χ--λ-ροο κ--»--οο 


που θα έπρεπε να είναι 1. για κ20. 


Το πρόβλημα δημιουργείται πάλι λόγω του --Κ/2. Άρα θα πρέπει να 
διορθώσουμε στην πυκνότητα του Τ,απάαΠΙ το --Κ/2 σε κ/2 


Δηλαδή : 


νὰ ὤ)-σο, όπου κ΄ θετική σταθερά. 


1 Αη ν(0-- β) ων 


Οπότε η Βι(η)Ξ 2 


Έχουμε έτσι την διαφορική εξίσωση : 


ανν 
Ῥω(ή) η 


] α ὤν 1 - .. - 
ο αν. πρ παλ πώνξεο εν 


απ 


ο αρ 


σα Αν Ἱνν-- [ει «»2----------Ξ-------ςο 
-(ὃ-- ϱ) -κὂ 


όπου « σταθερά που θα υπολογίσουμε χρησιμοποιώνταςτις αρχικές 
συνθήκες του προβλήματος. 


Έχουμε δηλαδη: 


---- 
0 


ο ο ----- 
-(ὁ-- κ -κὂ -(0-- ϱ) 








νχη)Ξ0« η ΞννΞ0 οπότε 


ο «2ΡΡ--β -ὐ--β 


“κ  ΜΚ:β) 








άρα θα έχουµε: 
ο ά [ο ο αν θρ 


-- «ο» --- ο» 
--β - 4-8 (-θ ἀ Μ:β 





2µ6 ντ (δ--βε””'“εβλη 2µ1 ΝΕ Ιη (-- ΙΕ" Ρβί«» 


Ιπ2)-ηπό ο η (0-- ΡΕ". ϱβ|κ.Ιπ2Ρ--{δ--βΊη (--βο””"ΡβΙ: 





-ἷνι 20 
Μ(2--β0ννΊπ2Ρ--Ίη (0--β)Ε 77" ὐΗβ]κ-άδ-- Αη Ίας ὅρον πώς, 


1 2 , ο. : 
μι ϱ ο βος διρ όω Ό-ρ-2ρ-(0--β) ιαώτε 
1 2Ρ 
γι-- 1η ε 
κ-ρ 0-βε' 2) 





Πράγματι λοιπόν η ν(η) δίνεται από τον τύπο (50)του άρθρου. 


Στην συνέχεια του άρθρου ο Καροροτί αναφέρει πως αν θέσουµε β50 


ας 


και εξετάσουμε την εξίσωση ρα σρι προκύπτει ότι η μεταβλητή Ρε 


ἀρ. 
θα ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση: μα. ϱ᾽νι(1-Ρ.), όπου ϱΞΚδ. 


Θα λύσουμε την εξίσωση αυτή και στην συνέχεια θα βρούμε το «(π). 





Ισχύει ότι: 
ιν. . ὧν. ἄν. 
Ες ϱ) Ημ) αρ) ο πιστα, - 


πι. [οι Φ[Γ Φ Ξλδ[ώι-» 





πρ, -κ]- ϱ)ὔνα-θλνν ε «πα» ὃς --θ-'“-ν Ἔε - δν. -ν 








πο 1Ρ. {εἰ 
η 
Ρα μας" μα να τα "ορ ι 
Όμως έχουµε ότι; 
β.- ---- ο ---- . [ω-ᾖ κά - 
μ-, [ ο σα-- [νκη θά ο. 8 


Όμως: «ε(0)Ξ0 . οπότε: 


Ι ] 
0-- πι Γ4)-8 «» Β- πώς { 4) οπότε η (3) γίνεται: 


ι 11- 461 
οία) τς (κο. αό””)- 1 1-4) «α(η)-- τπτ πο 


Η εξίσωση αυτή είναι ενδεικτική της διαδικασίας διάδοσης 
µολυσματικών νόσων, όπου το Ρ. παριστάνει το κλάσμα των 
μολυσμένων ατόμων του πληθυσμού, στον οποίο η μετάδοση της 
νόσου, προκύπτει απὀ τυχαίες (ισοπίθανες) επαφές ανάµεσα στα 
μολυσμένα και µη. άτοµα του πληθυσμού. 

Επομένως: 

Αν θεωρήσουμε το ῥρς ὡς το κλάσμα τῶν νευροστοιχείων που 
εμπλέκονται στην µαθησιακή διαδικασία, μπορούμε να φανταστούμε 
ότιη μάθηση είναι µια εξελικτική διάδοση τῶν νευροστοιχείων που 


ο. με το ο μ, ανάµεσα στα 


ΗΣΗ ΜΟΕΙΔΗΣ ΚΑΜΠΥΛΗ 
ΚΑΙ Η 
ΗΟΙΟΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ΜΟΡΦΗΣ ΤΗΣ 


700 ----- --- ντο ΄ -- που τπτ--α- ποστ -τ--- 


Χη 





. 11.25 22.5 33.1: 44 .. 25 επ ε 2Η 


Ἡ παραπάνω µορφή καμπύλης αποκαλείται σιγµοειδής, απὀ το 5 
«σίγμα» «της µορφήςτης. Καλείται και «φυσιολογική καμπύλη» 
Αυτή . µπορεί να προκύψει απὀ πάρα πολλά φαινόμενα. 


1) 4θροιστική συχνότητα κανονικής κατανομής 


Είναι γεγονός ότι πλείστα όσα φαινόμενα ακολουθούν την 
κανονική κατανομή, άρα σύρουν μαζί τους και την αθροιστική 
κατανομή συχνότητας µε την ερμηνεία της 
2) Ανάπτυζη πληθυσμού: 

Ας θεωρήσουμε ένα πληθυσμό ο οποίος αναπτύσσεται σ᾿ 
ένα περιβάλλον το οποίο δεν µπορεί να εκθρέψει περισσότερα 
άτοµα απὀ Β. Στην αρχή η ανάπτυξη του πληθυσμού προχωρά µε 
µικρή ταχύτητα. Κατόπιν ακολουθεί µία περίοδος γρήγορης 
ανάπτυξης, την οποία διαδέχεται µία κάµψη (σηµείο καμπής) του 
ρυθμού ανάπτυξης, που γίνεται όλο και πιο µεγάλη καθώς ο 
πληθυσμός πλησιάζει το φράγμα των Β ατόμων. 

3) Μετάδοση φήμης: 

την αρχή η φήμη αυτή διαδίδεται αργά, Κατόπιν η 
διάδοση γίνεται ραγδαία και ακολούθως παρουσιάζεται µία 
διάδοση η οποία γίνεται όλο και πιο αργή, αφού τη φήμη αυτή 
τείνουν να την πληροφορηθούν όλοι οι κάτοικοι µιας πόλης 
4) Επιδόσεις αθλητή: 


Στην αρχή οι επιδόσεις του είναι σε χαμηλό επίπεδο. Με τη 


συνεχή προπόνηση όμως, οι επιδόσεις παρουσιάζουν µία γρήγορη 


άνοδο. Όταν φθάσουν στα επίπεδα του Παγκοσμίου ρεκόρ. η 


βελτίωσή τους είναι πολύ µικρή. η δε κατάρριψη του παγκοσμίου 


ρεκόρ γίνεται, Π.χ. στα 100Π1, για εκατοστά του δευτερολέπτου. ή για 


5006: στην άρση βαρών. 


5) Εκµμάθηση γραφομηχανής 


Μία δακτυλογράφος μαθαίνοντας γραφομηχανή, αρχίζει να 
γράφει λίγες λέξεις στο λεπτό. Κατόπιν, µε την εξάσκηση. οι λέξεις 
γρήγορα ανεβαίνουν στις 120 το λεπτό. Από εκεί και πέρα η βελτίωση 
που παρουσιάζει Θα είναι της τάξης των 2-2 ακόµη λέξεων, ενώ 
ασφαλώς είναι ανθρωπίνως αδύνατον να υπερρεί τις 5560 λέξεις ανά 
λεπτό. 

6) Ένταση Πλεκτρικού ρεύματος σε δίοδο λυχνία 

Με διαφορά τάσης 0 . έχω κάποιο ρεύμα . λόγω πυρακτώσεως 
της καθόδου , η οποία παράγει κάποια ηλεκτρόνια που φθάνουν στην 
άνοδο. Αυξανομένης της τάσεως , φθάνουν διαρκώς Και περισσότερα 
ηλεκτρόνια στην µονάδα του χρόνου (αὔύξηση εντάσεως ρεύματος) 
αλλά απὀ ένα σηµείο και πέρα η αύξηση δεν είναι ανάλογη και τείνει 
να σταθεροποιηθεί σε µία τιμή, καθώς όσο και η τάση να «πιέζευ 
προς την αύξηση της έντασης, η παραγωγή ηλεκτρονίων στην κάθοδο 
(λόγω πυρακτώσεώς της) είναι σταθερή και δεν µπορεί να 
ικανοποιήσει την «ζήτηση» της τάσεως! 

Όλες οι περιπτώσεις που αναφέραμε παραπάνω, καθώς και. 
άλλες πολλές, ερμηνεύονται γραφικά µε τη σιγµοειδή καμπύλη του 
σχήματος και δικαιολογούν έτσι τον όρο “φυσιολογική”. που 


χρησιµοποιήσαμµε γι’ αυτήν. 


ΓΙΑΤΙ ἩῃΠ ΣΙΗΠΜΟΕΙΔΗΣ ΔΕΓΕΤΑΙ ΚΑΙ «ΚΑΜΠΥΛΗ 
ΜΑΘΗΣΗΣ. 


Ἡ σιγµοειδής καμπύλη του σχήματος καλείται και καμπύλη 
μάθησης γιατί ακριβώς µία τέτοια πορεία ακολουθείται, οτιδήποτε 
και αν αρχίσει να μαθαίνει κάποιος. Ας μελετήσουμε λεπτοµερέστερα 
την καμπύλη μάθησης από γεννήσεως µέχρι την ηλικία π.χ. των δ0 
ετών. Η καμπύλη του σχήματος ππροεκτείνεται Και προ της 
γεννήσεως, επαληθεύοντας αυτό που ακούμε συχνά, δηλαδή ότι η 
γνώση αρχίζει από την εµβρυακή ηλικία ε “(πριν την χρονική στιγµή 0 
της γέννησης!) Επίσης προεκτείνεται ασυμπτωτικά προς την ευθεία Χρ 
Ξ Τ60θ. επαληθεύοντας ότι "Ὑηράσκω αεί ὀδιδασκόµενος”. 
Παρατηρούμε επίσης ότι αν φέρουμε την εφαπτομένη της καμπύλης 
σ᾽ ένα σηµείο κοντά στην αρχή των αξόνων, καθώς και σ᾿ ένα σηµείο 
τετμηµένης π.χ. δδ. οι εφαπτόµενες αυτές είναι περίπου παράλληλες, 
δηλαδή έχουν την ίδια Κλίση. Η Κλίση της εφαπτοµένης σ᾿ ένα σηµείο 
είναι η τιµή της παραγώγου της συνάρτησης στο σηµείο αυτό. η δε 
παράγωγος είναι ο (στιγμιαίος) ρυθµός μεταβολής, η (στιγμιαία) 
ταχύτητα. Αυτό σηµαίνει ότι η ταχύτητα µε την οποία μαθαίνει κανείς 
στα δδ είναι ίδια µε εκείνη που μάθαινε όταν ήταν μωρό ή, όπως πολύ 
σοφά λέει ο λαός στα δ0 κανείς “ξαναμωραίνεται’’. Ένα άλλο σηµείο 
που µας δείχνει µε πόσο φυσιολογικό τρόπο ερμηνεύει πάντα τα 
σχετικά µε την μάθηση η σιγµοειδής καμπύλη. είναι ότι. αποδίδει 
ακόµη και αυτό που συχνά λέμε, ότι στα 45 του ο άνθρωπος 
βρίσκεται στην καλύτερη ηλικία του απὀ πλευράς επιδόσεων. Η 
καμπύλη μάθησης προχωρά ακόµη περισσότερο και µας δίνει και µία 
παιδαγωγική συμβουλή: Παρατηρούμε ότι στην ηλικία των 10 ετών 


(Δημοτικό) η ταχύτητα µε την οποία μαθαίνει Γζανείς είναι πολύ 


μικρότερη απὀ εκείνη µε την οποία μαθαίνει στα 15 (Λύκειο). 
Επομένως είναι λάθος να χρησιμοποιούμε στο Λύκειο ίδιες μεθόδους 
παροχής γνώσεων µε εκείνες που χρησιμοποιούμε στο Δημοτικό. Δεν 
τροφοδοτούνται ποτέ µε τα ἴδια καύσιμα δύο οχήματα που το ένα 
«πιάνευ) διπλάσια ταχύτητα απὀ το άλλο. γιατί το αποτέλεσµα θα 
είναι να καταστραφεί ο κινητήρας. 

Σ᾽ επίρρωση όλων τῶν παραπάνω ας σημειώσουμε και εδώ τα εξής: 
Το συνεχές ανάλογο του διακριτού δυναμικού συστήµατος 


Που περιγράψαµε είναι η διαφορική εξίσωση της µορφής 
----- ακακ( - απ) 
{ 


η ολοκλήρωση της οποίας µας δίνει ὡς λύσεις συναρτήσεις της 
µορφής 
Ρ 


ὓ-- 
ο. Ίντο 


Η γραφική παράσταση τέτοιων συναρτήσεων είναι σταθερά 
σιγµοειδής (µε την έννοια ότι δεν παρουσιάζουν για καμία τιµή της 
παραμέτρου λ, κυκλική ή χαοτική συμπεριφορά). Στη διαφορική 


εξίσωση 


ἄρ. 


Γι 
. ρα. - 0.) 


όπου Ρε, είναι η πιθανότητα ορθής επιλογής σ᾿ ένα πείραμα μάθησης 
του τύπου «ορθό-λάθος», καταλήγουμε και στο µαθησιακό υπόδειγμα 
(μοντέλο) του ΓαπάαΠ! και έτσι διασταυρώνουµε και από άλλη 


πλευρά το φυσιολογικό της σιγμοειδούς καμπύλης. 


Ελλείψει λοιπόν φυσικού νόµου ο οποίος να διέπει το φαινόμενο της 
μάθησης και µε βάση την παραπάνω τεκμηρίωση. δεχόμαστε «ὡς 
καλύτερη προσέγγιση, ὡς πλέον αποδεκτό υπόδειγμα για τη 
φυσιολογική εξέλιξη της μάθησης, αυτό που περιγράφεται από τη 
σιγµοειδή καμπύλη. Αυτός άλλωστε είναι και ο λόγος που 
ονομάστηκε καμπύλη μάθησης (Ιεατηίης ουν) στη Γνωστική 
Ψυχολογία. 
Γ)ΠΗώ αοτική συμπεριφορά τής λογιστικής εξισώσεω 


µπορεί να χρησιμοποιηθεί επωφελώς στον χώρο τής εκπαἰίδευσής: 


Παρακολουθώντας την ατομική καμπύλη μάθησης κάθε μαθητή (όχι 
µόνο του σχολείου, αλλά καθενός που μαθαίνει κάτι). όταν 
διαπιστώσουμε ότι αυτή παύει να έχει. σιγµοειδή µορφή, δηλαδή 
παύει να είναι φυσιολογική και αρχίζει να παρουσιάζει αυξανόμενη 
περιοδικότητα, πρέπει ν᾿ αρχίσουμε και. εμείς ν᾿ ανησυχούµε γιατί 
είναι βέβαιο ότι η μάθηση. περνώντας το κατώφλι, θα βρεθεί στην 
περιοχή του Χάους. Θα παρουσιάσει αναπόδραστα κχαοτική 
συμπεριφορά. Έτσι, έχουµε το χρόνο να επέµβουµε διορθωτικά και να 
προλάβουμε την επαπειλούµενη χαοτική εξέλιξη και αυτό, µόνο εάν 


οι διαδοχικές διχαλώσεις µας κρούουν τον κώδωνα κινδύνου. Εκείνο 


που χρειάζεται λοιπόν για τον παραπάνω έλεγχο είναι κατάλληλα τεστ 
από οµάδες καταλλήλων επιστημόνων, προς στιγμήν Θα έλεγε κανείς. 
για κάθε “μάθημα”. καταργουµένων έτσι των εξετάσεων και της 
βαθμολόγησης µε τη στενή σηµερινή έννοια. Τα τεστ σε κάθε µάθηµα 
µπορεί ν᾿ αντικατασταθούν απὀ ένα ενιαίο τεστ ανάπτυξης ἡ 
μάθησης, αν δεχθούμε ότι Ισχύει ο νόμος της αλλομετρίας. Σύµφωνα 
µε τον νόµο αυτόν άλλο µετράµε και για άλλο συμπεραίνουμε ",. 
πράγµα που Ώηχεί περίεργα βέβαια, αλλά που αποτελεί µία 
καθιερωμένη πρακτική. Πράγματι, Ο παιδίατρος π.χ. που 
παρακολουθεί ένας βρέφος, μετρώντας µε τη μεζούρα”. την 
περίµετρο του κρανίου. συμπεραίνει ---χωρίς να τα µετρήσει--- ότι 
και τα υπόλοιπα εσωτερικά όργανο αναπτύσσονται κανονικά. όταν 


διαπιστώσει κανονική κρανιακή ανάπτυξη. 


Ἡ προτεινόμενη μέθοδος αξιολόγησης, από ποιοτική. µπορεί να 
μετατραπεί. σε καθαρά ποσοτική. αν αυτό είναι επιθυμητό. Πράγματι, 
στην διάθεσή µας βρίσκεται µία πλήρης Κλίμακα τιμών της 
παραμέτρου λ που αντιστοιχούν στα διάφορα στάδια εξέλιξης. 

Έτσι, όπως γνωρίζουμε, για λ. Ξ 3.57 το διάγραµµα στο 


παρακάτω σχήµα χωρίζεται σε δύο περιοχές. 





Αριστερά είναι η περιοχή του δένδρου διπλασιασμού Τ: 


περιόδου και δεξιά η περιοχή που κυριαρχεί το χάος. Δηλαδή, η τιµή 
λΞ 3.57 καθορίζει κατά κάποιο τρόπο το κατώφλι του χάους. Η τιµή 
αυτή του λ είναι το σηµείο ΕαίρεηΏαιΗῃ. Το ὀνομά του φέρει και η 
σταθερά ὃΞ4,67, η οποία υπενθυµίζουµε ότι προκύπτει ὡς εξής: Αν 
θεωρήσουμε διαδοχικές διχαλώσεις Και μετρήσουμε την οριζόντια 
απόσταση μεταξύ των δύο πρώτων και στην συνέχια την διαιρέσουµε 
µε την οριζόντια απόσταση της δεύτερης απὀ την Τρίτη διχάλωση. ο 
λόγος που προκύπτει παραμένει σταθερά ίσος προς 4.67 . αυτή είναι η 
σταθερά Εοίπροπραυπι . Με την βοήθειά της, αν γνωρίζουμε δύο 
διαδοχικές διχαλώσεις τῆς, μπορούμε να προβλε΄ψουµ πού θα συµΡεί 
η επόµενη. Έτσι . µας προκύπτει και το που τελειώνουν οι διχαλώσεις 
κι αρχίζει το χάος . Δηλαδή. για την προτεινόμενη αξιολόγηση, το 
σηµείο του ΕείπρεπΏαιπ είναι το σηµείο για το οποίο πρέπει να 


ανησυχούµε { .. ννννεενεν 


Γιάννης Πλατάρος Σελ. 16 - Εργασία-Μαθησιακό πρότυπο ΙΤ απάαΠΙ 


ενδεικτικά αναφέρουμε τιµές που καθορίζουν και την συμπεριφορά 
της λογιστικής εξίσωσης: 
Υ Για 1«λς-3 έχουµε φυσιολογική ανάπτυξη. (Σιγµοειδής 
καμπύλη) 
Υ Για 3«λ, 3,57 έχουµε ανάπτυξη µε συνεχή διπλασιασµό της 


περιόδου. 


Υ Για 3.57«λ«4.0 έχουµε χαοτική ανάπτυξη 





Γιάννης Πλατάρος Σελ. 17 - Ἠργασία-Μαθησιακό πρότυπο 1 απάαΠΙ 





Γιάννης Π. Πλατάρος Μαθηματικός Μεσσήνη Αύγουστος 2009 


Τα μαθηματικά ενός έργου του Σαλβαντόρ Νταλί: 
Σταύρωση (Σώμα σε υπερκύβο) 


(σποΠΙχίοη ((ουρις Ηγροεγέμρις) Σχεδιάσθηκε το 1954 


Ο Νταλί . ήταν µια ιδιοφυΐα, ένας άνθρωπος που κατά το 
κοινώς λεγόμενο κυριολεκτικά πουλούσε τρέλα , βεβαίως 
είχε και µια δόση ισχυρή απὀ αυτήν. Έχει ένα έργο 
απίστευτο , μοναδικό, χαρακτηριστικό, αθάνατο. Ένα από 
τα έργα του, έχει 
ιδιαίτερο μαθηματικό 
ενδιαφέρον, καθώς 
απεικονίζει την 
Σταύρωση του [Ιησού 
πάνω στο ανάπτυγµα ενός 





υπερκύβου. Τί είναι ο |! 
υπερκύβος; Είναι ένας 

κύβος τεσσάρων διαστάσεων που κανείς δεν µπορεί 
να φανταστεί. Όμως μπορούμε να φανταστούμε το 


ξεδίπλωµά του, το ανάπτυγµά του. Για να γίνει αυτό 
κατανοητό, πάµε επαγωγικά: 


.». Ένα τετράγωνο , έχει δύο διαστάσεις και 
αναπτύσσεται σε µία διάσταση ὠὣς 
ευθύγραμμο τµήµα 

.. Ένας κύβος . έχει τρεις διαστάσεις και 
αναπτύσσεται σε δύο διαστάσεις ὧως 6 


τετράγωναι 





.. Ένας υπερκύβος, έχει 4 διαστάσεις, κανείς δεν 

τον φαντάζεται, αλλά αναπτύσσεται σε τρεις 
διαστάσεις Ως ένα είδος σταυρού µε δ κύβους, ένα σταυρό, σαν κι αυτόν που 
έχουν στα καµπαναριά οι εκκλησίες. 


Τί όμως θέλει να πει ο ζωγράφος µε το έργο του; Μετά απὀ τα προηγούμενα, 
προφανώς θέλει να µας πει, ότι το Θείο . ποὺ είναι στο επέκεινα των δικών µας 
διαστάσεων, ενσαρκώθηκε στις τρεις διαστάσεις, εμείς τον βλέπουμε µε ανθρώπινο 
σώμα στον σταυρό, όπου έχει προβληθεί το Θείον στις γήϊνες αντιληπτικές 
ικανότητες. Ὡς εύρημα είναι πάρα πολύ σπουδαίο Και το έργο ὡς εκ τούτου 
σημαντικότατο. 


Ξεδίπλωμα σε 


.. 


Ξεδίπλωμασε 


σζοζοα ο ζοκχ[ά 


Ξεδίπλωμα σε 








Τι σχέση έχουν οι ΟΠΙΓ8ΠΊ8 µε το θεώρηµατου ΒοΙΙο; 


(ή και ποία η κοινή ιδέα μεταξύ των πλέον διάσηµων δεωρηµάτωντου 
απειροστικού λογισμού, ΒοΙ[ο Ιασγαηποε, Βοζαπο δι ΒΓοΟΙΝΕΙ/) 


«...Ότι ανεθαίνει κατεθαίνει µια μέρα...» 
Οπίαπια 
Γιάννης Π. Πλατάρος 
Μαδηματικός -Οικονοµολόγος 


Τα µαθηµατικά θεωρήματα που δεν είναι γεωμετρικά, πάρα πολλές Φορές κρύβουν 
ένα αναφορικό γεωμετρικό νόηµα που τα καθιστά σχεδόν προφανή. Η επαχθής παράδοση 
του Φορμαλισμού, εμποδίζει να αναδειχθεί, ότι πίσω απὀ τα επώνυμα, ἡ περίπλοκα {εκ 
πρὠτης ὀόψεως πάντα) θεωρήματα, κρύβονται πάντα απλές ,απλούστατες ιδέες, 
απλούστερες της απλότητος που λέει και ο Σταυρίδης σε κάποια Ελληνική ταινία!) . Τα 
μαθηματικά --είναι αλήθεια- φέρουν διάφορες αμαρτίες. Κρύβεται (ή κρυβόταν έως 
πρόσφατα) η εποπτεία ως εχθρός της αφαίρεσης και της γενίκευσης, αποσιωπούνται οι 
εμπειρικές ἡ πειραματικές συνθήκες ανακάλυψης των θεωρηµάτων, προβάλλεται µόνο 
η «εκφώνηση-απόδειξη» και κάπου εκεί επέρχεται η δυσφήμιση των ἰδιων των 
μαθηματικών, ενώ εἶναι η γοητευτικότερη επιστήµη που υπάρχει. (Το σκέφθηκα πολύ να 
γράψω συναισθηματική αποστροφή στο άρθρο ως αντεπιστηµονική, αλλά αγανάκτησε και 
ο εαυτός µου! Να φοβόμαστε να γράψουμε ότι τα μαθηματικά είναι ωραία, επειδή δεν 
έχουµε δώσει σαφή...ορισµό γιατο ωραίο; ) 


Να διατυπώσουµε κάποια ερωτήματα: 
Ποια σπουδαία ιδέα κρύβεται πίσω απότο θεώρηµατου ΒοΙἱε; 
Ποία τρισµέγιστη ιδέα κρύβεται πίσω απὀ το θεώρημα της Μέσης Τιμήςίτου | 8ηρΓ8ΗΡ8Ε) ; 
Ποία συγκλονιστική λογική κρύβεται πίσω απὀτο επώνυμο θεώρηµατου ΒοΟΙΖ8Πο ; 
Τιτο απίστευτο κρύβεται πίσω από το θεώρημα του Σταθερού σηµείου(ίτου ΒΓγοννθ:) ; 


Λυπάμαι, αλλά πίσω απ΄αυτά τα σπουδαία περιώνυµα , επώνυμα θεωρήματα κρύβονται 
αφόρητα απλές κοινότυπες ιδέες, απλούστατα πράγματα, όχι πολύπλοκα, όχι περίεργα, 
πράγµατα που μπορούν να καταλάβουν ακόµα και παιδιά του Δημοτικού Σχολείου. 


Να ξεκινήσουμε από τον Βοἰ|ε: 
Η ΙΔΕΑ: 


Αν βρίσκομαι σε ένα δεδομένο ύψος πάνω από ένα 
επίπεδο και θέλω να πάω πάρα δίπλα, σε κάποια 
άλλη θέση που είναι στο ίδιο ύψος, τότε αρχικά, ή 


θα προχωρήσω οριζόντια, ή θα ανέβω ή θα κατέβω. 
Κάποια εικόνα σαν την διπλανή: 


1) Αν πάς διαρκώς οριζόντια από το Α στο Β, έχει καλώς! 

2) Αν ξεκινώντας από το Α για να πάς στο Β κάποια στιγµή ανέβεις, τότε για να πάς 
στο Β, κάποια στιγµή θα χρειαστεί να......κατέβεις! (Σιγά την φιλοσοφία! Αυτή είναι 
όλη η κεντρική ιδέα των ΟΠΙΓ8ΠΙΙ] 

3) Αν ξεκινώντας από το Α για να πάς στο Β κατέβεις, τότε για να Φθάσεις στο Β, 
κάποια στιγµή θα χρειαστεί να.....ανέβεις! (Σιγάτα....ωά!) 


Η αλήθεια είναι ότι πηγαίνοντας από το Α στο ϐΒ, χρειάζεται να πάµε επί πλέον πάνω σε 
µια λεία τροχιά. |Και όχι µόνο λεία τροχιά, αλλά να µην πισογυρίσουµε, οὖτε να 
σταµατήσουµε την προς τα δεξιά πορεία µας. Αυτές είναι Φυσικές κινήσεις , όπου αν 
κινείται ένα σώμα µε ΜΑΖΑ, δεν µπορεί παρά να ακολουθήσει τέτοια λεία τροχιά. (πάντα 
προς τα δεξιά και να µην σταματήσουμε να πηγαίνουμε προς τα δεξιά) 


ΕΙ... Αν πηγαίνουμε ΕΤΣΙ, σε κάποια στιγµή, η ταχύτητά µας, θα γίνει µόνο οριζόντια 
και δεν θα έχει κατακόρυφη συνιστώσα. Αυτό γίνεται την στιγµή, όπου εκεί που ανεβαίνεις, 
αρχίζεις να κατεβαίνεις (ή να πηγαίνεις οριζόντια) Αν δηλαδή ανεβαίνουµε σε ένα βουνό, 
πατάμε πάντα και μονίμως σε κεκλιµένο ανηφορικό επίπεδο. Αυτά όσο ανεβαίνουµε. Πριν 
αρχίσουμε να κατεβαίνουµε για να φθάσουμε στο ίδιο ύψος πάλι (στην άλλη πλαγιά του 
βουνού) ΚΑΠΟΙΑ ΣΤΙΓΜΗ, ΘΑ ΠΑΜΕ ΚΑΙ ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ. Το «οριζόντια» είναι το ενδιάµεσο 
μεταξύ του «ανεβαίνω» και «κατεβαίνω» Όταν ανεβαίνεις, πριν κατέβεις, θα χρειαστεί να 
πάς έστω και στιγμιαία οριζόντια, Και οµοίως , όταν κατεβαίνεις, πριν αρχίσεις να 
ανεβαίνεις, θα χρειαστεί να πάς έστω και στιγμιαία οριζοντίως. 


Κοίτα και την εικόνα: 


Μετακινούμενοι από το Α 
στο ισοὐψές Β πάνω σε 
µια λεία συνεχή καμπύλη, 
αφού αρχικά ανέβουμε, 
και πριν κατέβουµε, θα 
έχουμε φθάσει σε 
κορυφή! Εκεί , η κορυφή, 
είναι για έστω και λίγο 





οριζόντια. Είναι η εφαπτόµενη που είναι παράλληλη στην οριζόντια ΑΒ (Αφού τα Α, Β είναι 
ισοὐψή, ορίζουν την διεύθυνση 
του οριζόντιου. 


Και τι λέει το Θεώρημα του 
Βοθ; 


Κοιτάξτε το διπλανό σχήµα: 


Αν [α)Ξ-ήβ) και συνδέσω τα 
ισοὐψή σηµεία (α, ἴ{{α)) και (β, 








{β)) µε την µπλε συνεχή και λεία γραµµή που παριστάνει συνάρτηση, τότε σε κάποια θέση 
ανάμεσα στα α και β (στο διάστηµα (α,β) ) θα υπάρχει µια ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ θέση (χο,ἴ(χο)) 
όπου θα έχω τοπικό μέγιστο ή ελάχιστο, όπου δηλ. η εφαπτομένη ευθεία σε αυτό το 
σηµείο θα είναι παράλληλη µε τον άξονα τον χχ’ (που είναι παράλληλος µε την ΑΒ) (Η 
γεωμετρική σηµασίατης παραγώγου θεωρείται γνωστή ) 


Να δούµε το Θεώρημα της Μέσης Τιμής; Αυτό είναι µια γενίκευση του Θεωρήματος του 
Βοίίθ. Να δούµε και αυτού την ιδέα: 


Ξεκινάμε πάντα µε λείες και συνεχείς τροχιές και αυτή την φορά θέλουμε να πάµε από ένα 
σηµείο Ασε ένα ΨΗΛΩΤΕΡΟ σηµείο Β. 


Η ΙΔΕΑ: 


Αν ξεκινήσεις απὀ το Α και πάς µε ευθεία στο Β, έχει Καλώς. Η ΑΒ έχει κάποια Κλίση. Αν 
ξεκινήσεις απὀ το Α µε µεγαλύτερη κλίση, απὀ την Κλίση του ΑΒ, και πορεύεσαι συνέχεια, 
δεν θα φθάσεις ΠΟΤΕ στο Β .. Αφού ξεκινάς µε κλίση µεγαλύτερη του ΑΒ, για να φθάσεις 
στο Β, θα πρέπει αναγκαστικά να πάς και κάποιο διάστηµα όπου η Κλίση θα είναι 
ΜΙΚΡΟΤΕΡΗ από του ΑΒ. Όμως από κλίση µεγαλύτερη του ΑΒ να πάµε σε κλίση ΜΙΚΡΟΤΕΡΗ 
του ΑΒ, θα μεσολαβήσει έστω και για µια στιγµή, κλίση ΙΣΗ µε ΑΒ. Αυτό είναιτο περίφημο 
Θ.Μ.Τ. 


Η μαθηματική του διατύπωση είναι: 


«Αν η ἕ συνεχής στο [α, Ἡ] και Ααρκιγωγίσεῃ στο [α,β], τότε κ πάρχει. 
., πα) Ἱ 
τουλάχιστον ένα ἑξ-αιβ, ο Ἡ [ὁ]- μωκοι 


πο ο ῇ, 


Φυσικά η παραπάνω μαθηματική διατύπωση φαντάζει δύσκολη, για όποιον δεν γνωρίζει να 
ερμηνεύσειτο θεώρημα ως προςτο αναφορικότου γεωμετρικό νόηµα που προείπαµε. 


Η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης στην οποία εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ. βοηθά, αλλά 
χρειάζεται μεγαλύτερη 
εμβάθυνση στην ιδέα , η 
οποία ΤΕΛΙΚΑ ΕΙΝΑΙ ΑΠΛΗ. 


Και το σχήµα: Ξεκινάμε από το 
Α, ανεβαίνουµε με 
µεγαλύτερη κλίση από την ΑΒ, 
και πριν αρχίσουµε να 
κατεβαίνουµε µε μικρότερη 
Κλίση απὀ την ΑΒ, μεσολαβεί 





Κλίση ίση µε ΑΒ, στο σηµείο 


(5, {{8)) (όπως και στο ξ΄ παρακάτω. 


Η περεταίρω όµως αφαίρεση στην ιδέα του σχήματος, είναι η πιο απλή ιδέα που λέει, 
ότι από µεγαλύτερη τιµή από δεδομένη, να πάμε σε μικρότερη τιµή από την δεδομένη 
(µε συνεχή διαδικασία) θα περάσουμε και από την ίση µε την δεδομένη τιµή. 


Ακριβώς η ίδια ιδέα κρύβεται και στο θεώρημα του βΒοἰζαπο. 


Η ΙΔΕΑ: 


Για να πάς από ένα σηµείο που είναι στο πάνω ηµιεπίπεδο που ορίζει ο χχ΄στο κάτω, µε 
συνεχή γραμμή, πρέπει πρώτα να τµήσεις τον χχ΄. Δηλ. η ίδια ιδέα που κρύβει και το 
ΘΜΤ. 


Η μαθηματική διατύπωση: 


«Αν έχω µια συνεχή συνάρτηση [στο [α.6ϐ] και Πα)ῇΠ6)«Ό τότε στο διάστηµα [α,θ], έχω µια 
τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης ᾖχΧ)Ξ0 » 


Η μαθηματική -ερμηνεία: 


Αν έχω δύο σηµεία /(α, {{α)) και (β, {β)) που είναι εκατέρωθεν του χχ΄, τότε αν τα συνδέσω 
µε µια συνεχή γραµµή (Ξμονοκονδυλιά) που να παριστάνει συνάρτηση θα τµήσω 
οπωσδήποτε την χχ΄ στο διάστηµα [α,β] 


Η γεωμετρική εποπτεία: 











Ηπιο αφαιρετική ιδέα: 


Για να πάς απὀ θετικές τιµές σε αρνητικές, µε συνεχή τρόπο, θα περάσεις και από το 0. Ἠ 
για να πάς απὀ αρνητικές σε θετικές, πάλι θα περάσεις απότοῦθ. 


Το θεώρημα του Σταθερού σηµείου του ΒΓΟΝΝΘΓ. 


Είναι µια γενίκευση του Βο[ζαπο. Και βεβαίως υπάρχουν πολλές γενικεύσεις -επεκτάσεις 
του θεωρήματος σταθερού σημείου (Τεράστια σημασία στην Μικροοικονοµία όπου μελετά 
την ισορροπία τιµών ,βλέπε και θεώρημα Α/Γονν ) 


Η μαθηματική του διατύπωση (η πιο απλή): 


Αν έχω µια συνάρτηση φϕ: [α,β][[α,β] που να είναι συνεχής, τότε υπάρχει χοξ[α,β] ἐτσι ὡστε 
Φ(χο)Ξχο 


Η μαθηματική -Γεωμετρική ερμηνεία: 


[ο] 
(αμ 3) 


ϱ.109)) 


4 


Αν έχουµε ένα τετράγωνο και θέλουµε να πάµε από ένα σηµείο της αριστερής πλευράς σε 
ένα σηµείο της δεξιάς πλευράς, µε συνεχή γραμμή, τότε υποχρεωτικά θα τµήσουµε την 
διαγώνιό του. Στο σηµείο τοµής µε την διαγώνιο, έχουµε σηµείο µε τετμηµένη Ξτεταγμένη. 
Δηλ. έχω Φίχο)-χο 


Η ΙΔΕΑ: 


Το τετράγωνο χωρίζεται µε την διαγώνιο σε δύο τρίγωνα, όπου στο πάνω τρίγωνο, η 
τεταγµένη Στετµηµένη και στο Κάτω τρίγωνο, η τεταγµένη «τετμηµένη . Δηλ στο πάνω 
τρίγωνο έχουµε ΨΣχ κα ιστο κάτω Ψ«χγια να πάµε µε µια συνεχή διαδικασία (γραμμή) από 
σηµείο του ενός τριγώνου στο άλλο θα πρέπει να περάσουμε απὀ σηµείο, όπου χΞψ. 


Πάλι δηλαδή βλέπουμε την ίδια ιδέα| 


Συμπεράσματα: 


9 Τα πλέον σοβαρά θεωρήματα του απειροστικούὐ λογισμού υποκρύπτουν απλές 
ιδέες. 
9 Όχι µόνο υποκρύπτουν απλές ιδέες, αλλά -με την κατάλληλη αφαίρεση- φαίνεται 
να υποκρύπτουν την......ΙΔΙΑ ΙΔΕΑΙ 
ο Επαληθεύεται, άλλη µια φορά, ότι Και στα μαθηματικά, όπως και στην Φυσική, οι 
νόμοι (στα μαθηματικά τα βασικά θεωρήματα) είναι κατά βάθος απλά. 
ο Επαληθεύεται, ότι δεν υπάρχουν πράγματα δύσκολα και πράγματα εύκολα, αλλά 
πράγματα που κατανοούµε και πράγματα που δεν κατανοούµε. 
ο Δεν υπάρχει λόγος να µην εκτίθενται οι ιδέες αυτές , έστω και αν η εκλαΐκευση 
ελλοχεύει κινδύνους) Μάλιστα η γεωμετρική έκθεση της ιδέας πριν την 
μαθηματική φορμαλιστική παρουσίασή της, επιβάλλεται για λόγους ψυχολογικής στάσης 
των μαθητών µας προςτα ίδια τα μαθηματικά. 


ο Είναι άδικο µέσα στην ασκησιοθηρία των διαβόητων Πανελλήνιων εξετάσεων που 
έχουν στρεβλώσει την γνώση (όχι µόνο την μαθηματική) να µην διατίθενται τρία 
λεπτά για την βασική ιδέα των ΟΠίγαπΊ8 « Ότι ανεβαίνει κατεβαίνει» (και για µια 
στιγµή οριζοντιώνεται που λέει και ο ΒοΙε!) 


